
Лекция 14.
Системы дифференциальных уравнений. Задача Коши. Задача Коши в общем случае заключается

в нахождении решения системы уравнений с условиями
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

duk

dt = fk(t, u1, ..., un),
t ∈ [0, T ], fk ∈ CG, uk(0) = u0

k,
G = {t, u1, ..., un) : t ∈ [0, T ],
|uk − u0

k| ≤ U}, k = 1, N

Решение которой на сетке ωn = {ti, ti = iτ, i = 0, nτ = T/n} эквивалентно решению системы инте-
гральных уравнений ⎧⎨

⎩
uk(ti+1) = u(ti) =

∫ ti+1

ti
fk(t, u1(t), ..., un(t))dt

k = 1, N, i = 0, n − 1
uk(0) = u0

k

Заменяя вычисление интеграла в этой системе квадратурной формулой будем иметь алгоритм для
решения задачи Коши ⎧⎨

⎩
ui+1

k = ui
k + τ

∑M
j=1 CM

j fM
j ,

k = 1, N, i = 0, n − 1
u0

k = u0
k

Простейшие схемы:
a) Явная схема Эйлера

⎧⎨
⎩

ui+1
k = ui

k + τfk(ti, ui
1, . . . , u

i
N ),

k = 1, N, i = 0, n − 1
u0

k = u0
k

б) Неявная схема Эйлера
⎧⎨
⎩

ui+1
k = ui

k + τfk(ti+1, u
i+1
1 , . . . , ui+1

N ),
k = 1, N, i = 0, n− 1
u0

k = u0
k

в) Схема Роте с весами
⎧⎨
⎩

ui+1
k = ui

k + τ((1 − σ)fk(ti, ui
1, . . . , u

i
N) + σfk(ti+1, u

i+1
1 , . . . , ui+1

N )),
0 ≤ σ ≤ 1, k = 1, N, i = 0, n − 1
u0

k = u0
k

с) Схема предиктор-корректор
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ui+1
k = ui

k + τ((1 − σ)fk(ti, ui
1, . . . , u

i
N) + σfk(ti+1, u

∗
1, . . . , u

∗
N)),

u∗
k = ui

k + τfk(ti, ui
1, . . . , u

i
N),

0 ≤ σ ≤ 1, k = 1, N, i = 0, n − 1
u0

k = u0
k

Устойчивость.
Достаточно рассмотреть линеаризованную систему

{
dzk

dt =
∑N

j=1 ajkzj + fk(t),
uk(0) = u0

k, k = 1, N

или в векторной форме



{
dz
dt = Az + f(t),
u(0) = u0,

Если (Ax, x) > 0, ∀x и λ = maxi(λi(A)) тогда ||z|| ≤ eλt||u0||
а) устойчивость явной схемы Эйлера

{
zi+1 = zi − τAzi + τf(ti),
z0) = z0, i = 0, n − 1

||E − τA|| < 1

б) устойчивость схемы Роте для σ = 1/2
{

zi+1 = zi − τ
2 (Azi + Azi+1 + τ

2 (f(ti) + f(ti+1),
z0) = z0, i = 0, n − 1

||(E +
τ

2
A)−1(E − τ

2
A)|| < 1

Каноническая двухслойная разностная схема
{

B zi+1−zi

τ + Azi + ϕi,
z0) = z0, i = 0, n − 1 A, B : RN → RN

Устойчивость канонической разностной схемы
Каноническую схему представим в виде для z = y + u

{
B yi+1−yi

τ + yi,
y0) = y0, i = 0, n − 1 A, B : RN → RN{
B ui+1−ui

τ + Aui + ϕi,
u0) = 0, i = 0, n− 1 A, B : RN → RN

Определение. Каноническая схема устойчива по начальным данным, если имеет место оценка

||y||RN < M1||y0||RN ,

где 1- постоянная, независящая от τ
Определение. Каноническая схема устойчива по правой части, если имеет место оценка

||u||RN < M2||ϕ||RN ,

где 2- постоянная, независящая от τ
В пространстве RN где действуют операторы A, B введем скалярное произведение (x, y)RN =

(Ax, y)RN , соответственно ||x|| =
√

(Ax, x) - энергетическая норма.
Так как

yk+1 = (E − τB−1A)yk

тогда каноническая схема устойчива по начальным данным, если

||S = (E − τB−1A)|| < 1

||yk|| < ||yk−1|| < . . . < ||y0||
Из определения нормы оператора, условие устойчивости можно записать в эквивалентной форме

JA = ||y||2 − ||Sy||2 = (Ay, y) − (ASy, Sy) ≥ 0



Теорема о необходимых и достаточных условиях канонической разностной схемы
Если A = A∗, (Ax, y) = (x, Ay), ∀x, y и A > 0, (Ax, x) > 0, ∀x существует обратный оператор

B−1 тогда для устойчивости канонической разностной схемы по начальным данным необходимо и
достаточно, чтобы B > τ

2A, (By, y) > τ
2 (Ay, y)

Док=во: Убедимся в эквивалентности условия B > τ
2A, (By, y) > τ

2 (Ay, y) условию JA ≥ 0
JA = ||y||2 − ||Sy||2 = (Ay, y) − (ASy, Sy) = (Ay, y) − (A(E − τB−1A)y, (E − τB−1A)y) =

2τ(AB−1Ay, y) − τ2(AB−1Ay, B−1Ay) Обозначая B−1Ay = x → Ay = Bx имеем JA = 2τ(Ax, y) −
τ2(Ax, x) = 2τ(x, Ay = Bx)−τ2(x, Ax) = 2τ((Bx, x)− τ

2 (Ax, x)) ≥ 0 следовательно выполнено условие
устойчивости

||S = (E − τB−1A)|| < 1

(достаточность)
Если схема устойчива то выполнено условие

||yk+1|| < ||yk||
а следовательно и условие

||S = (E − τB−1A)|| < 1

(необходимость)
Теорема очевидна для схемы Эйлера для скалярного уравнения

bu′(t) + au(t) = 0, u(0) = u0

b
yi+1 − yi

τ
+ ayi = 0, y0 = u0

yi+1 = (1 − τ
a

b
)yi

устойчивость, если |1 − τ a
b | < 1 → b > τ

2a
а) устойчивость явной схемы Эйлера
B = E, A = A∗ > 0 из неравенства Коши-Буняковского имеем (Ax, x) ≤ ||Ax||||x|| ≤ ||A||||x||2 =

||A||(x, x) → A ≤ ||A||E
E ≥ A

||A||
B − 1

2τA = E − τ
2A ≥ A

||A|| − τ
2A = ( 1

||A|| − τ
2 )A, A ≥ 0 →

1
||A|| −

τ

2
≥ 0, → τ <

2
||A||

б) устойчивость схемы Роте с весами
B = E + στA
B − 1

2τA = E + (σ − 1
2 )τA ≥ ( 1

||A|| + (σ − 1
2τ)A) ≥ 0 →

1 + (σ − 1
2
)||A||τ ≥ 0

схема устойчива для любых τ , если σ ≥ 1
2 и устойчива условно для τ ≤ 1

(0.5−σ)||A|| если σ < 0.5
Устойчивость по правой части
Представим выражение для uk+1 в форме

uk+1 = Suk + τB−1ϕk, u0 = 0,

k = 0, 1, . . . , S = E − τB−1A
||Uk+1|| ≤ ||S||||uk|| + τ ||B−1||||ϕk||
B ≥ τ

2A, существует B−1 и следовательно ||B−1|| ограничена u0 = 0,



||un|| ≤ ||B−1||∑n
k=0 τ ||ϕk|| ≤ ||B−1||maxk ||ϕk|| следовательно схема устойчива и по правой

части
Замечание
Для устойчивости достаточно условия

||S|| ≤ 1 + Mτ

где М-постоянная, независящая оти τ
||uk+1|| ≤ ||S||||uk|| ≤ (1 + Mτ)||uk||
≤ (1 + mτ)k||u0|| ≤ eMkτ ||u0|| ≤ eMT ||u0||


