
Глава III. Алгебра логики 
 
 Современная алгебра логики делится на алгебру высказываний и алгебру предика-
тов. Под высказыванием понимается имеющее смысл языковое выражение, относительно 
которого можно утверждать, что оно либо истинно, либо ложно. Например: “4 делится на 
2” – истина, “Нью-Йорк – столица США” - ложь. Вместо символов И (истина) и Л (ложь) 
принято использовать числа 1 и 0 соответственно. Предикатом является функция выска-
зывания. Например, “х – четное число” – одноместный (унарный) предикат; “x делится на 
y” - двуместный (бинарный) предикат. Иными словами, предикат – это функция 

, которая может принимать значения 0 и 1, а ее переменные x),...,( 21 nxxxF i могут прини-
мать любые значения из некоторой области. В данном курсе будем изучать только алгебру 
высказываний.  
 
1. Функции и формулы алгебры логики 
 

 Используя частицу “не”, союзы “и”, “или”, а также выражения “если…, то…”, “то-
гда и только тогда, когда…” и т.п., можно из одних высказываний строить новые выска-
зывания, истинностные значения которых определяются при этом лишь значениями вхо-
дящих в них высказываний. Построение из одного или нескольких высказываний нового 
высказывания называется логической операцией. Если считать, что новое высказывание 
строится из высказываний, истинностные значения которых пока не определены, то в та-
ком случае имеем дело с функцией алгебры логики. 
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Определение 3.1. Функцией алгебры логики называется отображение f:  → EnE2 2, где 
xi∈E2, i = 1, 2, …, n. Функции алгебры логики также называются булевыми (в честь 
английского математика Дж. Буля) функциями. Обозначим все множество булевых 
функций через P2(n). 

 

Теорема о количестве булевых функций от n переменных: 
Мощность множества булевых функций |P2(n)| = . 

n22
Доказательство следует из теоремы о мощности множества всех подмножеств данного 
множества. 

Пример: |P2(4)| = = 2
422 16 = 65536 

Однако в действительности число различных булевых функций существенно меньше. 
 

Существенные и фиктивные переменные 

Определение 3.2а. Функция f(x1, x2, … xi-1, xi, xi+1, … xn) существенно зависит от перемен-
ной xi, если у переменных x1, …, xi-1, xi+1, …xn существует такой набор значений α1, 
…, αi-1, αi+1, …αn, что выполняется неравенство:  f(α1, α2, … αi-1, 0, αi+1, … αn) ≠ f(α1, 
α2, … αi-1, 1, αi+1, … αn). В этом случае переменную xi называют существенной. Ес-
ли же xi не является существенной, то ее называют фиктивной. 

Определение 3.2б. Переменную xi называют фиктивной, если для любого набора значе-
ний α1, …, αi-1, αi+1, …αn переменных x1, …, xi-1, xi+1, …xn выполняется равенство: 
f(α1, α2, … αi-1, 0, αi+1, … αn) = f(α1, α2, … αi-1, 1, αi+1, … αn). 

 

Исключение и введение фиктивных переменных 
Пусть для функции f(x1, … xn) переменная xi – фиктивная. Ее можно исключить и 

перейти к булевой функции g(x1, x2, … xi-1, xi+1, … xn) с n–1 переменной. Для этого в таб-
лице для функций вычеркнем все строки, соответствующие значениям xi = 1 и столбец для 
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аргумента xi. Полученная таблица будет определять функцию g(x1, x2, … xi-1, xi+1, … xn). 
При этом говорят, что функция g получена из функции f исключением фиктивной пере-
менной xi. Кроме того, можно сказать, что f получена из g введением фиктивной перемен-
ной xi. 
 

Равенство функций 
 
Определение 3.3. Две функции называются равными, если на каждом наборе переменных 

значения функций совпадают. 
Замечание. Если одна функция получена из другой исключением или введением фиктив-

ной переменной, то такие функции являются равными. 

Примеры:  1) f(x1, … xn) ≡ 0 ⇒ ∀xi – фиктивная, i = 1, 2, …, n. 

             2) Функция f задана таблицей истинности: 

x y f(x, y) 
0 0 1 
0 1 0 
1 0 1 
1 1 0 

      ⇒ переменная y – существенная, )1,0()0,0( ff ≠

=
=

)1,0(
)0,0(

ff
ff





=
=
0)1,1(
1)0,1(

⇒ переменная x – фиктивная. 

 
 

Исключим фиктивную переменную х. Для этого зачеркнем столбец с этой переменной и 
те строки, где х=1. Получим функцию g(y)=f(x, y): 

y g(y) 
0 1 
1 0 

 
Замечания: 

1) Существует два типа функций, которые не имеют существенных переменных. Это 
функции-константы: 0 и 1. Удобно считать, что эти функции зависят от одной пе-
ременной (но эта переменная является фиктивной!). 

2) Если дана конечная система булевых функций {f1, …, fs}⊂ P2, то можно считать, 
что все s функций зависят от одних и тех же переменных. 

 
В алгебре логики некоторые функции принято считать элементарными. 
 

Элементарные булевы функции от одной переменной 

x x x  0 1 
0 0 1 0 1 
1 1 0 0 1 

x  - отрицание (инверсия) x. 
 

Элементарные булевы функции от двух переменных 

x y x & y x ∨ y x ~ y x ⊕ y x → y x / y x ↓ y 
0 0 0 0 1 0 1 1 1 
0 1 0 1 0 1 1 1 0 
1 0 0 1 0 1 0 1 0 
1 1 1 1 1 0 1 0 0 

x&y – конъюнкция (логическое умножение): x&y=1 ⇔ x=1 ∧ y=1. 
x∨y – дизъюнкция (логическое сложение): x∨y=0 ⇔ x=0 ∧ y=0. 
x~y – эквивалентность: x~y=1 ⇔ x=y. 
x⊕y – сумма по модулю 2 ( yxyx ~=⊕ ): x⊕y=0 ⇔ x=y. 
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x→y – импликация (логическое следование): x→y=0 ⇔ x>y. 
yx /  – штрих Шеффера (антиконъюнкция): yxyx &/ = . 
yx ↓  – стрелка Пирса (антидизъюнкция): yxyx ∨=↓ . 

 Таблицы, в которых представлены значения булевых функций, называются табли-
цами истинности. 
 

Формулы алгебры логики. Суперпозиция булевых функций 
 
Определение 3.4. Суперпозицией булевых функций f1, …, fn называется функция f, полу-

ченная с помощью подстановок этих функций друг в друга и переименованием пе-
ременных. Выражение, описывающее эту суперпозицию называется формулой ал-
гебры логики. 

 
Определение 3.5. Формулы А и В называются эквивалентными (A ~ B), если соответст-

вующие им функции эквивалентны: f=g (f ~ A, g ~ B). Если функция f соответствует 
формуле A, то говорят, что формула А реализует функцию f. 

 
Пример. Пусть f1(x) = x , , , . yxyxf &),(2 = yxyxf ∨=),(3 yxyxf →=),(4
f(x, y, z) = f3(f2(x, z), f1(f4(y, z)) – суперпозиция. 

)()&(),,( zyzxzyxf →∨=  - формула алгебры логики 
x y z x & z zy →  )()&( zyzx →∨  
0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
0 1 0 0 1 1 
0 1 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 
1 0 1 1 0 1 
1 1 0 0 1 1 

Таблица 
истинности: 

1 1 1 1 0 1 
 
Замечание. Несмотря на то, что каждой формуле алгебры логики соответствует какая-
либо булева функция, понятия функции и формулы различные! Формул бесконечно много, 
а функций – конечное число.  
 

Свойства элементарных булевых функций (Основные законы алгебры логики) 
 
1. Коммутативность: 

xyyx && =       xyyx ~~ = xyyx →≠→
xyyx ∨=∨     xyyx // =
xyyx ⊕=⊕    xyyx ↓=↓

 

2. Взаимодействие с 0, 1, x и x . 
x & x = x  x ∨ x = x 1⊕= xx  x ⊕ x = 0 x ~ x = 1 x → x = 1 
x & x = 0  x ∨ x = 1   x ⊕ x = 1 x ~ x = 0 x → x = x  
x & 0 = 0  x ∨ 0 = x   x ⊕ 0 = x x ~ 0 = x  x → 0 = x  
x & 1 = x  x ∨ 1 = 1   x ⊕ 1 = x  x ~ 1 = x x → 1 = 1 
           0 → x = 1 
           1 → x = x 
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3. Ассоциативность: 
zyxzyx &)&()&(& =    zyxzyx ~)~()~(~ =

zyxzyx ∨∨=∨∨ )()(   zyxzyx →→≠→→ )()(  
zyxzyx ⊕⊕=⊕⊕ )()(    

 
4. Дистрибутивность: 

)&()&()(& zxyxzyx ∨=∨    (Дистрибутивность & относительно ∨) 
)(&)()&( zxyxzyx ∨∨=∨     (Дистрибутивность ∨ относительно &) 
)&()&()(& zxyxzyx ⊕=⊕    (Дистрибутивность & относительно ⊕) 
)(&)()&( zxyxzyx ⊕⊕≠⊕  

 

5. Двойное отрицание: xx =  
 
6. Законы де Моргана: 

yxyx ∨=&         yxyx &=∨  
 

7. Законы поглощения: 
x&(x∨y)=x       x∨(x&y)=x 
 

Доказательство: 1) x ∨ (x & y) = (x & 1) ∨ (x & y) = x & (1 ∨ y) = x & 1 = x. 
 2) x & (x ∨ y) = (x & x) ∨ (x & y) = x ∨ (x & y) = [по 1-му закону поглощения] = x. 

8. Выражение эквивалентности через другие операции: 
x~y = yx ⊕ = x⊕y⊕1 
x~y = ( x ∨y)&(x∨ y ) = x&y ∨ x & y  
 

9. Выражение ⊕ через другие операции: 
x ⊕ y = (x & y ) ∨ ( x & y) = ( x ∨ y ) & (x ∨ y) 

 
Полезные тождества алгебры логики 

 
10. Выражение импликации через другие операции: 

x→y = y → x   x→y = xy⊕x⊕1 

x→ y = y→ x   x→y = x ∨y   x→y= yx &  
  

11.   x → (y & z) = (x → y) & (x → z) 
(x & y) → z = x → (y → z) 
x∨y = (x→y) → y 

 
Порядок действий в формулах алгебры логики 

 
Если в выражениях нет скобок, то очередность выполнения логических операций 

следующая: 
1) отрицание; 2) конъюнкция; 3) дизъюнкция; 4) логическое следование; 
5) сумма по модулю 2 и эквивалентность. 

Пример: )))&(((&
12034

yzxyxyzxyx ∨→⊕=∨→⊕  
 

С помощью законов алгебры логики можно упрощать исходные формулы и получать 
новые. 

Существует еще один способ для получения тождеств алгебры логики. Он основан на 
использовании принципа двойственности. 
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Принцип двойственности 

 

Определение 3.6. Функция f*(x1, …, xn) = ),,( 1 nxxf K  называется двойственной к функции 
f(x1, …, xn). 

 
Пример построения функции, двойственной к исходной. 
 

x y z f(x, y, z) ),,( zyxf  ),,(),,( zyxfzyxf =∗  
0 0 0 0 1 0 
0 0 1 0 1 0 
0 1 0 1 0 1 
0 1 1 0 1 0 
1 0 0 1 0 1 
1 0 1 0 1 0 
1 1 0 1 0 1 
1 1 1 1 0 1 

 
Вывод: Таблица для двойственной функции f*(x, y, z) при упорядоченном наборе значений 
переменной получается из таблицы для функции f(x, y, z) построением функции отрицания 

),,( zyxf  и переворачиванием столбца значений от функции ),,( zyxf . 
 

Таблица функций, двойственных к элементарным: 
 

0 0  0* 1 1 1* x x  x* 
x  ∗)(x  

0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0  
1 0 1 1 0 

0* = 1  1* = 0  x* = x  xx =*)(  
 
x y x & y yx &  (x & y)* x y x ∨ y yx ∨  (x ∨ y)* 

0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 
0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 
1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 
1 1 1 0 1 

 

1 1 1 0 1 
 

(x&y)* = x∨y    (x∨y)* = (x&y) 
 
Из определения двойственности вытекает, что двойственными являются функции f и f*: 
f** = (f*)* = ∗)),,(( 1 nxxf K  = ),,( 1 nxxf K  = f  ⇒  f** = f 
 
Определение 3.7. Функция, равная двойственной к ней, называется самодвойственной. 

Следствие из определения 3.7. Для самодвойственной функции выполняется тождество: 
f(x1, …, xn) = ),,( 1 nxxf K . Значит, на всех парах противоположных наборов самодвойст-
венная функция принимает противоположные значения. 
 
Теорема двойственности 

Если ϕ(x1, …, xn) = f(f1(x11, …, ), …, f
11px m(xm1, …, )), где (x

mmpx 1, …, xn) – перемен-

ные, входящие в наборы (x11, …, ), …, (x
11px m1, …, ), то  

mmpx

ϕ*(x1, …, xn) = f*(f1
*(x11, …, ), …, f

11px m
*(xm1, …, )). 

mmpx
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Доказательство: ϕ*(x1, …, xn) = [по определению] = ),,( 1 nxx Kϕ = [по условию] =  

= ))...,,(,),...,,(( 11111 1 mmpmmp xxfxxff K  = ))...,,(,),...,,(( 11111 1 mmpmmp xxfxxff K  = [по 

определению fi*]= ))...,,(,),...,,(( 1
*

111
*

1 1 mmpmmp xxfxxff K  = [по определению f*] = 

= , что и требовалось доказать. ))...,,(,),...,,(( 1
*

111
*

1
*

1 mmpmmp xxfxxff K

 
Из теоремы двойственности вытекает принцип двойственности: 
Если формула A=A(f1, …, fs) реализует функцию f(x1, …, xn), то формула B=B(f1

*,…, 
fs

*), полученная из формулы A заменой функций f1, …, fs на f1
* …, fs

* , реализует f*(x1, …, 
xn).  

Формулу B называют двойственной к А и обозначают А*. Для формулы А над 
множеством P={0, 1, x, x , &, ∨} принцип двойственности записывается так:  
 Для получения двойственной формулы надо заменить 0 на 1, 1 на 0, & на ∨, ∨ на 

& и сохранить функции x и x . 
 
Принцип двойственности позволяет существенно сократить усилия по выводу но-

вых тождеств при рассмотрении выражений алгебры логики. 
Пример: Рассмотрим функцию ϕ = 4321 && xxxx ∨ . С помощью принципа двой-

ственности получим: ϕ*= )(&)( 4321 xxxx ∨∨ . 
 

Разложение булевых функций по переменным 
 

Введем обозначение: 




=
=

=
.0,
,1,

δ
δδ

x
x

x   Найдем значения xδ при различных значениях x и δ.  

x δ xδ   
0 0 1    Из таблицы следует, что  xδ = 1  ⇔  x = δ. 
1 1 1  
0 1 0      Таким образом, xx = 1. 
1 0 0  

Обозначение: ∨  si

s

i
xxxx ∨∨∨=

=
K21

1
 
Теорема о разложении булевых функций по переменным. 
Каждую функцию алгебры логики f(x1, x2, …, xn) для ∀m ∈ {1, 2, …, n} можно представить 
в виде , 

где дизъюнкция берется по всевозможным наборам значений (δ

=+ ),...,,,...,,( 121 nmm xxxxxf ),...,,,...,(&&...&& 1121
),...(

21

1
nmтm xxfxxx m

т
+∨ δδδδδ

δδ

1, …, δm) переменных 
x1,…, xm. Такое представление функции f называется разложением этой функции по m 
переменным. 

Доказательство: Рассмотрим произвольный набор значений переменных 
(α1,…,αn), и вычислим f(α1, …, αn) сначала стандартным образом, а затем как в формули-
ровке доказываемой теоремы: = [По 

ранее доказанному, если α ≠ , то ] = α  

= [так как α ] =f(α

),...,,,...,(&&...&& 1121
),...(

21

1
nmтm xxfxxx m

т
+∨ δδδδδ

δδ

iδ 0=i
i
δα ,...,,,...,(&&...& 111

1
mтm fm αααα αα

+i )nα

1=i
i
α

1, …, αn), что и требовалось доказать. 
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Следствия: 
1) Если m=1, то 

 f(x1,…,xn)= ),...,,(& 211
1

1
nxxfx δδ

δ
∨ ( ) ( )nn xxfxxxfx ,,,1&,,,1& 2121 KK ∨= . 

2) m=n. Тогда f(x1, …, xn)= , 

так как остались лишь те наборы, при которых f(δ

=∨ ),...,(&&...& 11
),...(

1

1
nn fxx n

n

δδδδ

δδ

n

n
nxx δδ

δδ
&...&1

1
1

),...(
∨

1, …, δn) = 1. 
 
Итак, из второго следствия получили равенство: 

f(x1, …, xn)= ,   где f(δn

n
nxx δδ

δδ
&...&1

1
1

),...(
∨ 1, …, δn) = 1. 

Это выражение называется совершенной дизъюнктивной нормальной формой (СДНФ). 
Такая форма является единственной для каждой булевой функции, кроме 0. Каждое из 
выражений вида  называется элементарной конъюнкцией. n

nxx δδ &...&1
1

Замечание. СДНФ называется совершенной, потому что каждое слагаемое в дизъ-
юнкции (т.е. элементарная конъюнкция) содержит все переменные; дизъюнктивной, по-
тому что главная операция – дизъюнкция; нормальной, поскольку совершенный вид такой 
формы является однозначным (с точностью до порядка записи элементарных конъюнк-
ций) способом записи формулы, реализующей заданную функцию. 
 
Пример: 

x1 x2 x3 f  
0 0 0 0  
0 0 1 1  
0 1 0 1  
0 1 1 0  
1 0 0 0  
1 0 1 1  
1 1 0 0  
1 1 1 0  

Функция f равна 1 на наборах (0,0,1), (0,1,0) и (1,0,1), поэтому 
СДНФ  =∨∨= 1

3
0
2

1
1

0
3

1
2

0
1

1
3

0
2

0
1 &&&&&& xxxxxxxxxf  

                        321321321 &&&&&& xxxxxxxxx ∨∨= . 
 
В формулах алгебры логики знак & часто не пишут. В СДНФ 
его присутствие излишне. В данном примере 

СДНФ 321321321 xxxxxxxxxf ∨∨= . 

 
Наряду с СДНФ, существует еще и совершенная конъюнктивная нормальная форма 
(СКНФ): 

f(x1, …, xn)= n

n

nxx δδ

δδ
∨∨ ...1

1
1

),...(
& ,  где f(δ1, …, δn) = 0. 

 
Только для функции «0» мы не можем составить СДНФ. По аналогии, не существует 
СКНФ для функции «1». 
 

Полином Жегалкина 
Если формула алгебры логики составлена исключительно из функций 0, 1, &, ⊕, то после 
несложных преобразований ее можно записать в виде полинома по ⊕. 
 
Определение 3.8. Полиномом Жегалкина от n переменных x1, …, xn называется сумма по 

модулю 2: 
( )

. 
ss

s
jjjj

jj
xxa ...,,

,, 11
1

K
K
⊕
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Пример: В общем случае полином (ПЖ) для функции от двух переменных записывается 
так: ПЖ f(x1, x2) = a12x1x2⊕ a1x1⊕ a2x2⊕ ao. Для каждого конкретного случая нужно 
всего лишь найти значения коэффициентов а, которые равны 0 или 1. 

 
Слагаемых в ПЖ столько, сколько подмножеств (j1, …, js) из n чисел, то есть 2n, при этом 
коэффициенты  могут принимать значения 0 и 1. Таким образом, число полиномов 

Жегалкина от n переменных равно , то есть |ПЖ(n)| =  
sjja ,,1 K

n22
n22 .

 
Теорема Жегалкина. 
Каждая булева функция может быть записана в виде полинома Жегалкина, причем един-
ственным образом. 
 
Пояснение. Доказательство этой теоремы вытекает из 2 фактов: 1) Различные полиномы 
Жегалкина соответствуют различным функциям. 2) Число  равно числу всех булевых 
функций. 

n22

 
Замечание. Если у функции есть фиктивные переменные, то они не должны входить в по-
лином Жегалкина (ПЖ). 
 
Способы нахождения полинома Жегалкина: 

1) С помощью законов алгебры логики. 
a) Из исходной формулы. 
b) Из СДНФ. 

2) Метод неопределенных коэффициентов. 
 

Способ 1(а): x ∨ y = yx ∨  = yx &  = (x⊕1)(y⊕1)⊕1 =  = xy ⊕ x ⊕ y. {
0

11⊕⊕⊕⊕ xyxy

Способ 2: 
x y x → y Общий вид ПЖ для функции от 2 переменных: 
0 0 1 x→y = a12xy ⊕ a1x ⊕ a2y ⊕ a0. 
0 1 1 Сравнивая табличные значения функции со значениями, по- 
1 0 0 лучающимися из общего вида ПЖ, найдем коэффициенты a: 
1 1 1 

 

f(0, 0)=a0 = 1, 
f(1, 0)=a0⊕a1=1⊕a1=0  ⇒  a1=1, 
f(0, 1)=a0⊕a2=1⊕a2=1  ⇒  a2=0, 
f(1, 1)=a12⊕a1⊕a2⊕a0 = a12 ⊕1⊕0⊕1=1  ⇒  a12=1. 
ПЖ(x → y) = xy⊕x⊕1. 

 
Определение 3.9. Если полином Жегалкина не содержит конъюнкций, то есть имеет вид 

a0⊕a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ … ⊕anxn, то соответствующая ему функция называется линейной. 
 
2. Полнота и замкнутость 
 
Определение 3.10. Система функций {f1, f2, …, fs}называется полной (функционально 

полной), если любая булева функция может быть записана в виде формул через 
функции этой системы ({f1, f2, …, fs} ⊂ P2). 

Пример: 
1) P2 – полная. 
2) {¬, &, ∨} – полная. 

Доказательство: Если f(x1, …, xn)≡0, то f(x1, …, xn) = x1& 1x . В ином же случае за-
пишем СДНФ функции f(x1, …, xn). Таким образом, любую булеву функцию можно 
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выразить через функции данной системы. Значит, эта система является полной по 
определению.  

3) {0, 1} – неполная. 
 
Теорема о полноте второй системы булевых функций. 
Пусть даны 2 системы булевых функций R={f1, f2, …, fr} (I) и S={g1, g2, …, gs} (II), причем 
система I – полная и каждая функция системы I выражается в виде формул системы II. В 
этом случае система II является полной. 
(без доказательства) 
 
Следствие. Полными являются следующие системы:  

{¬, ∨}, {¬, &}, {⁄}, {¬, →}, {0, 1, &, ⊕}. 
Доказательство: 
а) (I) {¬, &, ∨}. x&y = yx &  = yx ∨ . Аналогично: x∨y = yx & . 
б) (I) {¬, &}. x  = x/x. Тогда: x&y = yx  = (x/y) / (x/y). 
 
Понятие полноты тесно связано с понятием замыкания. 
 
Определение 3.11. Пусть К – некоторый класс (подмножество) булевых функций. Замы-

канием К (обозначается [К]) называется множество всех булевых функций, являю-
щихся суперпозицией функций из К. 

 
Пример: 

1) К = Р2, [К] = P2. 
2) К ={1, x⊕y}, [К]={f = a0 ⊕ a1x1 ⊕ … ⊕ anxn } (f – линейная функция). 

 
Свойства замыкания: 

1) К ⊆ [К] 
2) [[К]] = [К] 
3) К1 ⊆ К2  ⇒  [К1] ⊆ [К2] 
4) [К1 ∪ К2] ⊇ [К1] ∪ [К2] 

 
Определение 3.12. Класс (множество) К называется замкнутым (функционально замкну-

тым), если [К] = К. 
 

Примеры: 
1) К = P2, [К] = P2 =К – замкнутое. 
2) К ={1, x⊕y}, [К] = L - множество линейных функций  ⇒  К≠[К] ⇒ К – незамкнутое. 
3) К = L, [К] = L = К – замкнутое. 
4) К = {0, 1}⇒ К – неполное, [К] ={0, 1}=К – замкнутое. 
5) К = {1, x }⇒ [К] = {0, 1, x, x } ⇒ К – незамкнутое. 
6) [К] – замкнутый класс по свойству 2. 

 
Важнейшие замкнутые классы алгебры логики 
 

В данном разделе будут рассмотрены 5 важнейших замкнутых классов алгебры ло-
гики: Т0, Т1, S, M, L. 
 
Класс Т0 – класс булевых функций, сохраняющих константу «0», то есть это такие функ-
ции f(x1, …, xn), что f(0, …, 0) = 0. 
 
Примеры: 
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1) Принадлежат Т0: &, ∨, x. 
2) Не принадлежат Т0: x→y, x . 

 
Вычислим количество булевых функций, сохраняющих константу «0». 

 
x1 … xn  f 
0 … 0  0 
0 … 1 
………… 
1 … 1 

} 
2n – 1 

 ⇒ 
22

22 2
2

12
0

P
T

n
n

=== −  

 
Теорема.  Т0 – замкнутый класс. 
Доказательство: Т0 – замкнутый класс, если T0=[T0]. Последнее равенство выполняется 
тогда и только тогда, когда T0⊆[T0] и [T0]⊆T0. Первое включение верно по свойству 1 за-
мыкания. Докажем второе включение: [T0] ⊆ T0. Требуется доказать, что если Ф∈[T0], то 
Ф∈T0. Рассмотрим суперпозицию Ф = f(f1, …, fs)= = f(f1(x1, …, xn), …, fs(x1, …, xn)), где f, f1, 
…, fs ∈ T0. Значит, Ф(0, …, 0) = f(f1(0, …, 0), …, fs(0, …, 0)) = f(0, …, 0)=0. Следовательно, 
Ф∈T0, что и требовалось доказать. 
 
Класс Т1 – класс всех булевых функций, сохраняющих константу «1», то есть это такие 
функции f(x1, …, xn), что f(1, …, 1) = 1. 
 

Пример: 
1. Принадлежат Т1:  x&y,  x∨y,  x→y. 
2. Не принадлежат Т1:  x ⊕ y,  x . 

0
2

2
12

1 22
22 T

P
T

n
n

==== − , но T0≠T1 и T0∩T1 ≠ ∅. 
 

Класс S – класс самодвойственных функций, то есть f∈S, если f* = f. 
 
Примеры: 
Принадлежат S:  x, x . 
Не принадлежат S:  x&y,  x∨y,  x→y. 
 

f ∈ S:  f*(x1, …, xn) ),,( 1 n

def
xxf K≡ = [f ∈ S] = f(x1, …, xn). 

 

Определение 3.13. Наборы  и ( )nαα ,,1 K ( nαα ,,1 K ) – противоположные. На таких на-
борах самодвойственная функция принимает противоположные значения.  

 
Самодвойственная функция полностью определяется на первой половине строк таблицы, 

поэтому 2
2

2
2 22

1
PS

n
n

===
−

. 
 
Теорема. S – замкнутый класс. 
Доказательство:  

S = |S| ⇔  
[ ]

[ ]



⊆
⊆

                  доказать. надо - SS
замыкания, 1свойству  по верно - SS

Ф∈[S]  Ф∈S. Возьмем функции f, f
?

⇒ 1, …, fk ∈ S и составим суперпозицию 
Ф = f(f1, …, fk) = f(f1(x1, …, xn), …, fk(x1, …, xn)). Рассмотрим Ф*(x1, …, xn) = f*(f1

*(x1, …, xn), 
…, fk

*(x1, …, xn)) = [так как функции f, f1, …, fk ∈ S] = f(f1(x1, …, xn), …, fk(x1, …, xn)) = 
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=Ф*(x1, …, xn). Следовательно, Ф – самодвойственная по определению, что и требовалось 
доказать. 
 
Лемма о несамодвойственной функции. 
Если функция f(x1, …, xn) – не является самодвойственной, то из нее путем подстановки 
функций x и x  можно получить несамодвойственную функцию от одной переменной, то 
есть константу ( ). constxf ≡)(~

Доказательство: Так как f∉S, то ∃(α1, …, αn): f(α1, …, αn)= ( )nf αα ,,1 K . По-

скольку 




=
=

=
1,

,0,
α
αα

x
xx , то αα =0  и 1 . Рассмотрим функцию . 

Докажем, что g(x)≡сonst. Для этого сравним g(0) и g(1):  
g(0)=

αα = ( ) ( )nxxfxg
def

αα ...,,1≡

( )nxxf αα ...,,1 = ( )nf αα ,,1 K = f(α1, …, αn)= ( )nf αα 1...,,1 1 =g(1)  ⇒  g(0)=g(1) ⇒ 
g(x) ≡ сonst. 
 
Класс М – класс монотонных функций. 
 

Обозначение: =(αα~ 1, …, αn) - набор значений переменных (x1, …, xn), f(α ) – значение 
функции f на этом наборе. 

~

Определение 3.14. Говорят, что наборы значений переменных =(αα~ 1, …, αn) и  
=(ββ

~
1, …, βn) находятся в отношении предшествования, если αi≤βi ∀i =1, 2, …,n 

(при этом α  предшествует : α~ β
~ ~ β

~ ) или βi≤αi, ∀i = 1, 2, …, n (  предшествует α : 
 

β
~ ~

β
~  α ). ~

Примеры:   
(0, 1, 0, 1)  (1, 1, 0, 1) 
(0, 1, 0, 1) и (1, 0, 0, 1) не находятся в отношении предшествования. 
 

Если α  ~  и  β
~

β
~  γ , то α  ~ ~  γ  (свойство транзитивности). ~

Определение 3.15. Булева функция f(x1, …, xn) называется монотонной, если для любых 
наборов α  и  таких, что α~ β

~ ~ β
~ , имеет место неравенство f(α )≤f( ). ~ β

~

Примеры: 
1) Принадлежат М:  0, 1, x&y, x∨y. 
2) Не принадлежат М:  x , x→y, x ⊕ y. 

В алгебре логики монотонная функция является только монотонно неубывающей. 
 

 

Проверять монотонность булевой функции удобно по диа-
грамме Хассе. Например, функция x⊕y не является монотон-
ной, поскольку значение функции уменьшается при переходе 
от набора (0,1) к набору (1,1) (см. рисунок). Если же при дви-
жении по каждому из ребер диаграммы Хассе значение функ-
ции не уменьшается, то такая функция является монотонной. 
 
Теорема. 
Класс М – замкнутый (без доказательства). 
 
Лемма о немонотонной функции. Если булева функция f(x1, …, xn) не является монотон-
ной, то из нее путем подстановки констант «0» и «1» и функции x можно получить немо-
нотонную функцию от одной переменной, т.е. x . 
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Доказательство: Так как f(x1, …, xn)∉М, то ∃α  и  такие, что ~ β
~

α~ β
~

g

 и  
f(α ) > f( ). Рассмотрим α  = (α~ β

~ ~
1, …, αi-1, 0, αi+1, …, αn) и  = (αβ

~

~
1, …, αi-1, 1, αi+1, …, αn). 

Введём функцию g(x) = f(α1, …, αi-1, x, αi+1, …, αn), g(0) = f(α ) > g(1) = f( ) ⇒  

⇒ g(x)=

β
~ ( ){

1

0g ( ){
0

1>

x . 
 
Класс L – класс линейных функций (в полиномах Жегалкина у таких функций нет конъ-
юнкции). 
 
Примеры: 

1) Принадлежат L:  0, 1, x, 1⊕= xx . 
2) Не принадлежат L:  x&y,  x∨y,  x→y. 

 
Класс L – замкнутый (без доказательства). 
 
Для каждого n (число существенных переменных) существует по 2 линейных функции, то 
есть x1⊕…⊕xn  и  x1⊕…⊕xn ⊕1.  Если m – число всех переменных (существенных и фик-
тивных вместе взятых), то |L|= . 12 +m

 
Лемма о нелинейной функции. 
Если булева функция f(x1, …, xn) не является линейной, то из нее путем подстановки кон-
стант «0» и «1», функций x и x , а также, быть может, путем навешивания отрицаний над 
функцией f, можно получить нелинейную функцию от двух переменных – x&y. 

Доказательство: Так как f∉L, то её полином Жегалкина обязательно содержит хо-
тя бы одну конъюнкцию. Без ограничения общности можно считать, что это x1&x2, то есть 
ПЖ(f) = x1x2f12(x3, …, xn) ⊕ x1f1(x3, …, xn) ⊕ x2f2(x3, …, xn) ⊕ f0(x3, …, xn). Так как полином 
Жегалкина – единственный, то f12(x3, …, xn)≠0. Выберем набор значений (α3, …, αn) пере-
менных (x3, …, xn) такой, что f12(α3, …, αn)=1. Пусть ϕ(x1, x2) = f(x1, x2, α3, …, αn) = 
x1x2⊕αx1 ⊕βx2 ⊕ γ, где α=f1(x3, …, xn), β = f2(x3, …, xn), γ = f0(x3, …, xn) (α, β, γ = 0 или 1). 
Сделаем подстановку: ϕ(x1⊕C1, x2⊕C2) = (x1⊕C1)(x2⊕C2) ⊕ α(x1⊕C1) ⊕ β(x2⊕C2) ⊕ γ =  
=x1x2 ⊕ C2x1 ⊕ C1x2 ⊕ C1C2 ⊕ αx1 ⊕ αC1 ⊕ βx2 ⊕ βC2 ⊕ γ = [чтобы убрать лишние слагае-

мые, положим C2=α, C1=β] = x1x2⊕αβ ⊕ αβ ⊕ αβ ⊕ γ = x1x2 ⊕ αβ ⊕ γ =
 =⊕

=⊕
1,
,0,

21

21

γαβ
γαβ

xx
xx

=




. 

Вывод: x1x2 = ϕ(x1⊕C1, x2⊕C2) ⊕ δ = f(x1⊕C1, x2⊕C2, α3, …, αn) ⊕ , где 0δ  или 1. {
γαβ

δ
⊕

 
Существует два способа определения линейности функции: 

1) Записать полином Жегалкина для f и выяснить, есть ли в нем конъюнкции. 
2) а) Исключить фиктивные переменные из f. 

б) Построить диаграмму Хассе для полученной функции. 
 

Для функции двух переменных (x⊕y):                         Для функции трех переменных: 
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Функция является линейной, если при переходе от одного слоя к последующему все ее 
значения меняются на противоположные. Данные функции являются линейными, так как 
их значения на слоях чередуются. 
 
Замечание. Все рассмотренные пять классов – неполные и попарно различные, то есть су-

ществуют булевы функции, не принадлежащие ни одному из этих классов, и в 
то же время есть функции, принадлежащие одному из любых двух классов, но 
не принадлежащие другому. 

Пример: 
 T0 T1 S M L 

0 + - - + + 
1 - + - + + 
x  - - + - + 

 
Вывод: Для проверки полноты системы булевых функций можно ограничиться рассмот-

ренными пятью замкнутыми классами. 
 
Критерий полноты системы булевых функций (Теорема Поста о функциональной 
полноте) 

Система булевых функций F является полной тогда и только тогда, когда она цели-
ком не содержится ни в одном из пяти замкнутых классов: Т0, Т1, S, M, L. 

Доказательство: 

1) Необходимость. Пусть F – полная система булевых функций, т.е. [F]= P2. Доказываем 
методом «от противного». Допустим, F содержится в одном из пяти замкнутых классов 
(F⊆X), тогда по свойству замыкания [F] ⊆ [X] = X (так как Х – замкнутый класс). Следо-
вательно, P2⊆X, но по определению X⊆P2. Значит, X=P2, т.е. один из 5 важнейших замк-
нутых классов алгебры логики совпадает с множеством всех булевых функций, что про-
тиворечит определению важнейшего замкнутого класса. Значит, наше допущение неверно 
и F целиком содержится в одном из пяти замкнутых классов. 

2) Достаточность. Пусть F не содержится ни в одном из пяти замкнутых классов. Тогда из 
системы F можно выделить подсистему F’, содержащую не более пяти функций, которые 
также обладают этим свойством, то есть F’= {f1, f2, f3, f4, f5}, причем f1∉T0, f2∉T1, f3∉S, 
f4∉M, f5∉L. Докажем, что каждую из функций x  и & можно выразить через функции сис-
темы F’ (известно, что {¬, &} – полная система). Поскольку f1∉T0 , то f1(0, …, 0)=1. При 

этом f1(1, …, 1) ( )
( )




=⇒
=⇒

).(1,,1
),(,,0

1

1

бxxf
аxxxf

K

K
=  

xВ случае (а) есть . Берем функцию f3 и по лемме о несамодвойственной функции полу-
чаем константу. Так как имеется x , то получаем вторую константу. Таким образом, у нас 
есть (0, 1, x, x , f5), тогда по лемме о нелинейной функции получаем x1&x2. Получим {¬, 
&}. В случае (а) доказательство проведено. 

Рассмотрим случай (б), когда f1(х, …, х)=1. Поскольку f2∉T1, то f2(1, …, 1)=0. Та-
ким образом, есть обе константы, поэтому из системы (0, 1, f4) по лемме о немонотонной 
функции можно получить x . Теперь получим конъюнкцию так, как сделали в случае (а). 

Итак, мы выразили функции ¬ и & через функции системы F’. Но известно, что 
система {¬, &} – полная. Значит, по теореме о полноте второй системы функций F’ – пол-
ная. Следовательно, полна и система F. 
 
Пример: Рассмотрим систему из двух функций: {x→y, x~y}. 
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x y x → y x ~ y  T0 T1 S M L 
0 0 1 1 → – + – – – 
0 1 1 0 ~ – + – – + 
1 0 0 0 
1 1 1 1 

 

x  – – + – + 

 x~y = yx ⊕  = x ⊕ y ⊕ 1 
x→y = xy ⊕ x ⊕1 

 
Данная система содержится в Т1. Следовательно, по критерию полноты эта система не-
полная. 
Можно ли добавить к этой системе такую функцию, чтобы система стала полной? 

Система {¬, →, ∼}- полная, то есть [{¬, →, ∼}] = P2. 
Можно ли исключить из этой системы такую функцию, чтобы система стала полной? 

[{¬, →}]=P2  ⇒  {¬, →} – полная. 
 
Определение 3.16. Полная система булевых функций, которая при удалении из нее любой 

функции становится неполной, называется базисом.  
 

Пример: Рассмотрим систему из 4 функций: {0, 1, x&y, x⊕y}. 

 T0 T1 S M L 
0 + – – + + 
1 – + – + + 
& + + – + – 
⊕ + – – – + 

 Найдем базис: 
{0, 1, &} ⊂ М ⇒ неполная 
{0, 1, ⊕} ⊂ L ⇒ неполная 
{0,  &, ⊕} ⊂ T0 ⇒ неполная 
{1, &, ⊕} ⇒ полная и является базисом 

 
Примеры базисов: 

1) {x/y} 
2) {x&y, x }, {x∨y, x } 
3) {1, x&y, x⊕y} 

Из примера (2) следует, что система {x&y, x∨y, x } – полная, но не базис. 
 
Следствие 1 из Теоремы Поста. 
Каждый базис в алгебре логики состоит не более чем из  4-х функций. 

Доказательство:  
Пусть f1 ∉ T0, f2 ∉ T1, f3 ∉ S, f4 ∉ M, f5 ∉ L ⇒ {f1, f2, f3, f4, f5} – полная по теореме Поста. 
Докажем, что из этой системы можно удалить одну функцию и система останется полной. 
f1(0, …, 0) = 1. 
(а) f1(1, …, 1) = 0 ⇒ f1 ∉ M ⇒ Удаляем f4 ⇒ {f1, f2, f3, f5} – полная. 
(б) f1(1, …, 1) = 1 ⇒ f1 ∉ S ⇒ Удаляем f3 ⇒ {f1, f2, f4, f5} – полная. 
Следствие доказано. 

Определение 3.17. Класс А называется предполным, если А – неполный, но при добавле-
нии любой f∉A он становится полным. 

 
Следствие 2 из теоремы Поста. 
В алгебре логики пять предполных классов: T0, T1, S, M, L. 

Доказательство: 
1) Методом «от противного» докажем, что в алгебре логики нет других предполных 

классов, кроме T0, T1, S, M, L. Допустим, Х – предполный класс, не совпадающий ни с од-
ним из этих пяти. Поскольку Х – неполный, то он содержится в одном из пяти замкнутых 
классов (назовём его Y) по теореме Поста. X≠Y ⇒ X ⊂ Y ⇒ ∃f∈Y: f∉X. Добавим f к клас-
су Х. Тогда {f}∪X ⊆Y ⇒ [по теореме Поста] ⇒ {f}∪X – неполный класс. Получили про-
тиворечие с тем, что Х – предполный класс. Таким образом, других предполных классов в 
алгебре логики нет. 
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2) Докажем, что рассмотренные нами замкнутые классы – предполные. Эти классы не 
полны по теореме Поста, так как каждый их них содержится сам в себе. Докажем методом 
«от противного», что при добавлении любой булевой функции они станут полными. Пусть 
Z – один их этих пяти классов. Рассмотрим функцию f∉Z. Предположим, что Z – не пред-
полный. Тогда после добавления функции f он останется неполным, тогда по теореме По-
ста Z∪{f}⊆W, где W – другой из этих пяти классов. Отсюда получается, что Z⊆W. Это 
противоречит определению одного из пяти замкнутых классов. Перебирая последователь-
но все пять замкнутых классов, докажем, что все они предполные. 
 
3. Логические схемы и их реализация с помощью булевых функций.  
Синтез схем из функциональных элементов 
 

Рассматриваем устройства, время преобразования сигналов на которых существен-
но меньше времени самых сигналов. Математическими моделями таких устройств являют-
ся схемы (сети) из функциональных элементов. 
 
Логическая сеть из функциональных элементов: 
 
 
 
 
Здесь x1, …, xn – входные сигналы, y1, …, yn – выходные сигналы
 

Функциональные элементы 
 

 
 
В электрических цепях, содержащих двухпозиционный перекл

тока нет). При этом: 
  –  замыкающий контакт 
  –  размыкающий контакт (размыкается, когда есть н

к которой он подключен). 
 
Примеры: 
Последовательное 

соединение 
Параллельное  
соединение 

Составной функцион
ный элемент 

x1&x2 x1∨x2 x1⊕x2= (x1& 2x )∨( 1x
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ючатель (1 – ток есть, 0 – 

апряжение на обмотке реле, 

аль-

&x2) 



Пример схемы из функциональных элементов   ( ) ( )3214321 && xxxxxxx ∨∨⊕∨  

 
 
Определение 3.18. Схемой из функциональных элементов называется ациклический 

граф, в котором существуют три вида вершин: 
 а) входные  
 б) функциональные  
 в) выходные  
 

Пример схемы, содержащей цикл 
 
Схема противоречива, так как в ней есть цикл. 
 
 
Синтез сумматора 
 
Построим схему из функциональных элементов, реал
данных в двоичной системе. 

101101 xnxn-+ 110111 + ynyn-
1100100 

 
Цифры 1-го числа: 
Цифры 2-го числа: 

Сумма:   zn+1znzn-1
 
Общая схема: 

 
 

Введем переменную W




=
                переноса  нет  ,0
ра го-i из перенос есть ,1

i

xi yi wi-1 zi wi 
0 0 0 0 0 
0 0 1 1 0 
0 1 0 1 0 
0 1 1 0 1 
1 0 0 1 0 
1 0 1 0 1 
1 1 0 0 1 
1 1 1 1 1 

 
Функции zi и wi, представленные в таблице, вычисляют

1−⊕⊕= iiii wyxz , 

1)( −⊕⊕= iiiiii wyxyxw . 
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изующую сложение двух чисел, за-

1…x1 
1…y1 
…z1 

. +
                           
й,-1)(i взряда 

ся по следующим формулам: 



 
Схема сложения одного разряда 

 

 

⇔ 

 

 
Для сложения натуральных чисел синтезируем сумматор путем последовательного 
соединения схем Bi: 
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