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Аннотация

Данные лекции читались В.Н. Кошелевым на радиофизическом фа-
культете ННГУ им. Лобачевского в четвертом семестре 2006 учебного
года. Конспект включает в себя только те темы, которые вошли в экзаме-
национную программу за 2006 год, а именно: теорию Штурма-Лиувилля,
метод разделения переменных Фурье для уравнений гиперболического
типа, функции Бесселя, метод функций Грина (в т.ч. для уравнений па-
раболического типа), интегральные преобразования, уравнения эллипти-
ческого типа и, наконец, интегральные уравнения.

Конспект не претендует на подробность изложения материала, однако
включает в себя достаточно детальный обзор всех разделов программы и
может оказать, вкупе с рекомендованной лектором литературой (“Уравне-
ния математической физики” А.Н. Тихонова и А.А. Самарского, “Методы
математической физики и специальные функции” В.Я. Арсенина, “Сбор-
ник задач по математической физике” Б.М. Будака и др.) неоценимую
помощь при подготовке к экзамену.

Для удобства, непосредственно перед началом конспекта вставлена
программа по математической физике за 2006 год, составленная самим
В.Н. Кошелевым. Кроме того, приведена примерная программа практиче-
ских занятий по курсу. В качестве задачника использовался означенный
выше задачник Будака, соответственно, нумерация идет по нему. В скоб-
ках указаны исключенные из рассмотрения номера. Советую, однако,
не ограничиваться рассмотрением лишь программных задач, а также не
брезговать кратким теоретическим введением, приводимым в задачнике
непосредственно перед решениями задач по выбранной теме.

Конспект распространяется свободно при условии сохранения указа-
ния на авторство и ссылки на сайт автора. Связаться с автором можно
посредством e-mail (yury@zaytsev.net), либо любым способом связи ука-
занным на сайте http://zaytsev.net.
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План практических занятий по методам матема-
тической физики на 4 семестр д/о

Занятие 1. Свободные колебания в среде без сопротивления.

Глава II: (100), 101, 107. На дом: (97), 99, 103, 106.

Занятие 2. Свободные колебания в среде без сопротивления.

Глава II: 109, 111. На дом: 104, 110.

Занятие 3. Свободные колебания в среде с сопротивлением.

Глава II: 119, 120. На дом: 118, 121.

Занятие 4. Вынужденные колебания (стационарная неоднородность).

Глава II: 128, 132. На дом: 126, 127.

Занятие 5. Вынужденные колебания (общий случай). Решение методом, ука-
занным в задаче 149.

Глава II: 146, 149. На дом: 147, 148.

Занятие 6. Колебания под действием гармонических возбуждений. Явление
резонанса. Решение методом, указанным в задаче 149.

Глава II: 136, 138. На дом: 135, 139.

Занятие 7. Телеграфные уравнения.

Глава II: 125, 143. На дом: 130, 144.

Занятие 8. Поперечные колебания прямоугольной мембраны.

Глава VI: 49, 51. На дом: 47, 52.

Занятие 9. Поперечные колебания круглой мембраны.

Глава VI: 62, 61. На дом: 60, 63, 64.

Занятие 10. Метод Фурье для уравнений параболического типа.

Глава III: 26. Глава V: 9. На дом: III.24, V.10.

Занятие 11. Метод функций Грина для уравнений параболического типа.

Глава III: 23, 25, 33, 36. На дом: 27, 28, 35.

Занятие 12. Распространение тепла в круглом цилиндре.

Глава V: 29. На дом: 27, 28.

Занятие 13. Метод интегральных преобразований для уравнений параболи-
ческого типа.

Глава III: 55, 56, 57. На дом: 54, 58.

Занятие 14. Метод разделения переменных для уравнений эллиптического
типа.

Глава IV: 65, 67-б), 80, 83. На дом: 66, 67-а), 86.
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Вопросы
к экзамену по математической физике (2курс, д/о)

Теория Штурма—Лиувилля

Теория Штурма-Лиувилля. Основные понятия функционального анализа (метриче-
ское пространство, предел последовательности в метрическом пространстве, фундамен-
тальная последовательность, полное метрическое пространство, линейное пространство,
нормированное пространство, сходимость в среднем, банахово пространство, скалярное
произведение, гильбертово пространство, ортонормированная система в гильбертовом
пространстве, полная ортогональная система элементов). Линейный оператор. Симмет-
ричный оператор. Положительный оператор. Собственные числа и собственные зна-
чения оператора. Свойства собственных чисел и собственных значений симметрично-
го оператора (4 теоремы). Ортогональность двух непрерывных функций на сегменте
[a, b]. Норма непрерывной функции. Дифференциальные линейные операторы второ-
го порядка. Необходимое и достаточное условие симметричности дифференциального
оператора. Ортогональность функций с весом. Самосопряженная и несамосопряженная
задачи для дифференциального оператора. Сведение несамосопряженной задачи к са-
мосопряженной (отыскание весовой функции). Определение задачи Штурма-Лиувилля.
Пример решения задачи Штурма-Лиувилля. Свойства оператора Штурма-Лиувилля и
его собственных чисел и собственных функций (5 теорем). Понятие кратного и простого
собственного значения. Экстремальные свойства собственных значений задачи Штурма-
Лиувилля (понятие квадратичного функционала и 2 теоремы). Теоремы сравнения для
собственных значений задачи Штурма-Лиувилля (3 теоремы). Ряд Фурье по системе соб-
ственных функций задачи Штурма-Лиувилля. Частичная сумма ряда Фурье. Остаток
ряда Фурье. Сходимость в среднем ряда Фурье. Свойство остатка ряда Фурье. Теорема
Стеклова.

Метод Фурье

Общая схема метода разделения переменных. Задача о свободных колебаниях стерж-
ня (случай свободных концов). Анализ полученного решения. Решение неоднородного
гиперболического уравнения при нулевых условиях. Неоднородная задача для гипербо-
лического уравнения (общий случай). Решение задачи для гиперболического уравнения
в случае стационарной неоднородности. Колебания прямоугольной мембраны.

Функции Бесселя

Определение и основные свойства гамма-функции. Уравнение Бесселя. Отыскание ре-
шения уравнения Бесселя в виде обобщенного степенного ряда. Функции Бесселя первого
рода. Функции Бесселя целого порядка. Функции Неймана. Общее решение уравнения
Бесселя. Ортогональность функций Бесселя. Норма функции Бесселя. Рекуррентные
соотношения для функций Бесселя. Колебания круглой мембраны.

Функция Грина

Определение функция Грина для гиперболической смешанной задачи. Ее физический
смысл. Решение смешанной задачи для гиперболического уравнения с помощью функ-
ции Грина. Функция Грина уравнения колебаний для ограниченной области. Явление
резонанса (исследование с помощью функции Грина). Функция Грина для параболиче-
ского уравнения. Ее физический смысл. Решение смешанной задачи для параболического
уравнения с помощью функции Грина. Функция Грина параболического уравнения для
ограниченной области. Задача о конвективном теплообмене на поверхности стержня.

1



Интегральные преобразования

Двустороннее (комплексное) прямое и обратное преобразования Фурье. Прямое и об-
ратное синус-преобразование. Прямое и обратное косинус-преобразование. Вывод фор-
мулы Даламбера с помощью преобразования Фурье. Функция Грина уравнения парабо-
лического типа для прямой. Построение функции Грина параболического уравнения для
пространства любой размерности. Построение функции Грина параболического уравне-
ния для полупрямой для граничных условий первого и второго типа.

Уравнения эллиптического типа

Уравнение Лапласа и уравнение Пуассона. Три рода краевых задач для уравнений
эллиптического типа. Первая и вторая формулы Грина. Определение и примеры гар-
монической функции. Свойства гармонических функций (интегральное представление,
поток градиента гармонической функции через границу замкнутой области, связь с ана-
литической функцией комплексного переменного, теорема о среднем для гармонической
функции, теорема о максимуме и минимуме гармонической функции (4 следствия из этой
теоремы). Метод электростатических отображений построения функции Грина. Постро-
ение функции Грина для полупространства и решение задачи Дирихле для уравнения
Лапласа в верхнем полупространстве. Несобственные кратные интегралы (определение,
интегралы от неотрицательных функций, эталонный интеграл, признак сравнения схо-
димости). Несобственные кратные интегралы, зависящие от параметра (определение,
поточечная и равномерная сходимость). Определение и свойства объемного потенциа-
ла (5 свойств и следствие). Поверхность Ляпунова. Определение и свойства потенциала
простого слоя (5 свойств). Определение и свойства потенциала двойного слоя (6 свойств).
Гауссов потенциал. Определение потенциалов в случае плоской области. Применение по-
тенциалов для решения краевых задач (на примерах задачи Дирихле для уравнения
Пуассона и задачи Неймана для уравнения Лапласа).

Интегральные уравнения

Классификация линейных интегральных уравнений (однородные и неоднородные
уравнения, ядро уравнения, уравнение Фредгольма первого, второго и третьего рода,
уравнение Вольтера). Уравнение Фредгольма с вырожденным ядром. Решение уравне-
ния с вырожденным ядром.

Задачи по темам

1. Свободные колебания в среде без сопротивления.

2. Свободные колебания под действием удара (импульса).

3. Свободные колебания в среде с сопротивлением.

4. Колебания под действием стационарных сил.

5. Колебания под действием переменных сил. Явление резонанса.

6. Колебания прямоугольной мембраны.

7. Распространение тепла в стержне (метод Фурье).

8. Распространение тепла в параллелепипеде.

9. Метод функций Грина для уравнения теплопроводности.

10. Метод разделения переменных для эллиптических уравнений.
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