1 ŐŚŊŐĆĂŊĹ§ ŠĚŐŘĹĹ ĆĚŘŐ§ŠŊŐŚŠĚĽ

1.Łàăâłĺľ ĺáâőàĺçěáłĺľ őçěàł àăğćĺâĺï âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ.

Ŕăàăďőłáăńìŋő, ŋő äăłâ ! Ćőğŋĺłŋőćěŋĺě âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ áâĺňãńĺàőćăńĺ ŕőàőłĺ őąéěáâćă. Ć XVII ćěłě ăğăàâŋëě ĺčàë ŕőàőďĺńĺ ňŋőęěáâćő łőňąĺŋăâőàŋëå ğăďăç, ŋě ãłńăďëćăćèĺåáï ć áãéěáâćőćăćèĺě ňăâěňăâĺçěáłĺě ňőďěńĺ. Ŕàĺ ĺå àěèěŋĺĺ ŕőâàěąőćăńőáì ććěáâĺ ŋőćëě ŕőŋïâĺï, ŕőďåőďë ĺ ĺďěĺ. Ğŋăçĺâěńìŋăï ĺå çăáâì ŕàĺŋăďńěęĺâ §.Ąěàŋãńńĺ, Ňãăćàã, Ńăŕńăáã, Čăãááã.

Ŕőďőğàěćăîâ, çâő àăğćĺâĺě âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ łăł áăňőáâőïâěńìŋőľ ŋăãłĺ ŋăçăńőáì á ŕěàěŕĺáłĺ Ŕăáłăńï ĺ Ťěàňă ć 1654 čőďã. Ł áőęăńěŋĺî, ŕőńŋőě áőďěàęăŋĺě ěě ŋěĺğćěáâŋő, ŋő łőáćěŋŋëě ďăŋŋëě ŕőğćőńïîâ áãďĺâì őą őáŋőćŋëå ŕőŋïâĺïå, łőâőàëě ć ŋěľ őąáãęďăńĺáì. Ďő íâőčő ŕěàĺőďă őâďěńìŋëě ćěàőïâŋőáâŋëě ğăďăçĺ àěèăńĺ Ŕăçőńĺ, Łăàďăŋő ĺ Čăńĺńěľ. Ć 1658 č. ćëèńă łŋĺčă Čîľčěŋáă ”Ő àăáçěâăå ć ăğăàâŋëå ĺčàăå”.

Śńěďãěâ, őďŋăłő, ğăňěâĺâì, çâő ěéě ăŋâĺçŋëě äĺńőáőäë ğŋăńĺ ő ćěàőïâŋőáâĺ. Ďàěćŋěčàěçěáłĺě ňăâěňăâĺłĺ ćëáłăğëćăńĺ ňëáńì ő âőň, çâő ğăłőŋë ŕàĺàőďë ŕàőïćńïîâáï çěàěğ ňŋőęěáâćő áńãçăľŋëå áőąëâĺľ - íâő ćĺďŋő ĺğ ŕőíňë Ńãłàěæĺï Łăàă ”Ő ŕàĺàőďě ćěéěľ”. Śàěďĺ ďàěćŋĺå ćőĺŋőć ŕőńìğőćăńăáì ŕőŕãńïàŋőáâìî ĺčàă ć łőáâĺ. Łăęďőľ ĺğ 4-å ŕőďąàăáëćăěňëå łőáâěľ áńãęĺń âăłáĺńńãá - çăáâì łőńěŋŋőčő áãáâăćă őćæë. İâă ŕěàćőŋăçăńìŋăï łőáâì ąëńă ďăńěłő ŋěáĺňňěâàĺçŋă, ĺ őďŋőćàěňěŋŋőě ćëŕăďěŋĺě çěâëàěå łàăľŋě àěďłő ćëŕăďăćèĺå čàăŋěľ ŋăğëćăńĺ Ćěŋěàőľ.

Ćěàŋěňáï áŋőćă ć XVII ćěł. Ś 1592 č. ć Ńőŋďőŋě ćěńĺáì âőçŋëě ğăŕĺáĺ ő áňěàâŋőáâĺ, ĺ Ďę.Čàăãŋ ć 1662 č. áőáâăćĺń âăąńĺæë ćěàőïâŋőáâĺ áňěàâĺ łăł äãŋłæĺĺ ćőğàăáâă. Ćăŋ Ţãďďě ĺ Ćăŋ Ćĺââ ć Čőńńăŋďĺĺ ĺáŕőńìğőćăńĺ ăŋăńőčĺçŋëě àăáçěâë ďńï ćëçĺáńěŋĺï ŕőęĺğŋěŋŋőľ àěŋâë. Čăńńěľ ć 1693 č. ĺğńőęĺń íâĺ ćőŕàőáë ŕőďàőąŋěě. Šăłĺň őąàăğőň, ŋőćëě ŕőŋïâĺï ãáŕěèŋő ŕàĺňěŋïńĺáì ŋě âőńìłő ć ăğăàâŋëå ĺčàăå, ŋő ĺ ć âěőàĺĺ áâàăåőćăŋĺï.

Ć ŋăçăńě XVIII ćěłă ŕőïćńïěâáï łŋĺčă §łőąă Ąěàŋãńńĺ ”Ĺáłãááâćő ďőčăďőł”

(1713), ć łőâőàőľ áőďěàęăńĺáì łőňňěŋâăàĺĺ łŋĺčĺ Čîľčěŋáă ĺ ąëń áäőàňãńĺàőćăŋ

ğăłőŋ ąőńìèĺå çĺáěń. Ăąàăåăň ďě Ňãăćà ćëŕãáâĺń ć 1711 č. âàãď ”Őą ĺğňěàěŋĺĺ áńãçăľŋőáâĺ”, čďě ďőłăğăń őçěŋì ňőéŋãî âěőàěňã - őďŋã ĺğ æěŋâàăńìŋëå ŕàěďěńìŋëå âěőàěň. Őáŋőćőŕőńăčăîéĺľ âàãď Ńăŕńăáă ”Ăŋăńĺâĺçěáłăï âěőàĺï ćěàőïâŋőáâěľ” ŕőďëâőęĺń ĺâőčĺ àăğćĺâĺï łńăááĺçěáłőľ âěőàĺĺ ĺ ďăń âőńçőł ěě ďăńìŋěľèěňã àăğćĺâĺî.

Ł łőŋæã XVIII ćěłă ãáŕěåĺ âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ áâăńĺ ŋăáâőńìłő ğŋăçĺâěńìŋë, ă ěě ğăďăçĺ áâőńì ŕàĺćńěłăâěńìŋë, çâő ěî ŋăçĺŋăěâ ğăŋĺňăâìáï ňŋőęěáâćő ńîąĺâěńěľ. Šěőàĺï ćěàőïâŋőáâěľ áâăŋőćĺâáï ňőďŋőľ ŋăãłőľ, ěě ąěğďãňŋő ŕàĺňěŋïîâ ć áăňëå àăğńĺçŋëå őąńăáâïå: íłőŋőňĺłě, áőæĺőńőčĺĺ, îàĺáŕàãďěŋæĺĺ. Ćáě íâő ŋě ňőčńő ć łőŋæě łőŋæőć ŋě áłăğăâìáï őâàĺæăâěńìŋő. Ŋěáłőńìłő ŋěćěàŋő ŕàěďáłăğăŋŋëå áĺâãăæĺľ, ĺ őďŋă łàăľŋőáâì ŕěàěåőďĺâ ć ďàãčãî. Šěőàĺî ćěàőïâŋőáâěľ čàőňőčńăáŋő őąêïćńïîâ ć ŋăçăńě XIX áâőńěâĺï ńęěŋăãłőľ, ďăęě ćàěďŋőľ ŋăãłőľ. Ĺŋâěàěá ł ŋěľ ć íâő ćàěňï ďőćőńìŋő ąëáâàő ãčăáăěâ.

Őďŋăłő, ć łőŋæě XIX ćěłă ĺ ć ŋăçăńě XX áâőńěâĺï áâăńĺ ŕőïćńïâìáï ąőńěě áěàìěğŋëě ğăŕàőáë, ćëğćăŋŋëě ŋãęďăňĺ ěáâěáâćőğŋăŋĺï. Ąëńă őâłàëâă ňőńěłãńïàŋăï áâàãłâãàă ňăâěàĺĺ, ĺ ŋãęŋő ąëńő ŕőŋïâì, łăł ĺğ åăőâĺçěáłőčő ďćĺęěŋĺï őčàőňŋőčő łőńĺçěáâćă ňĺłàőçăáâĺæ áłńăďëćăîâáï ňăłàőáłőŕĺçěáłĺě âěàňőďĺŋăňĺçěáłĺě ğăłőŋë. Ć íâőâ ŕěàĺőď ğŋăçĺâěńìŋëľ ćłńăď ć àăğćĺâĺě âěőàĺĺ ćŋěáńĺ Čăãáá (ŕàěďěńìŋëě âěőàěňë âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ), Ńěćĺ (ãáâőľçĺćëě àăáŕàěďěńěŋĺï), ă âăłęě àőááĺľáłĺě ãçěŋëě - Ůěąëèěć, Ňăàłőć, Łőńňőčőàőć. Ăłáĺőňăâĺçěáłĺľ ŕőďåőď ŕőáâàőěŋĺï âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ, ŕàěďńőęěŋŋëľ ć 1933 č. Ă.Ŋ.Łőńňőčőàőćëň ć łŋĺčě ”Őáŋőćŋëě ŕőŋïâĺï âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ”, áďěńăń ěě ŋăáâőïéěľ ňăâěňăâĺçěáłőľ ŋăãłőľ. Ć ŋăáâőïéěě ćàěňï ăłáĺőňăâĺçěáłĺľ ŕőďåőď ïćńïěâáï őąéěŕàĺŋïâëň. Ğăňěâĺň âăłęě, çâő ďăŋŋăï őąńăáâì ğŋăŋĺľ ćŕńőâì ďő ŋăáâőïéěčő ćàěňěŋĺ ŋăåőďĺâáï ć áőáâőïŋĺĺ ĺŋâěŋáĺćŋőčő àăğćĺâĺï çěàěğ áćőĺ ŕàĺńőęěŋĺï (áńãçăľŋëě ŕàőæěááë, ňăàłőćáłĺě ŕàőæěááë ĺ ďà.).

2.Śńãçăľŋëě ïćńěŋĺï.

Ůâő ęě ĺğãçăěâ âěőàĺï ćěàőïâŋőáâěľ ? Ďő ěě ćőğŋĺłŋőćěŋĺï őąêěłâőň ĺááńěďőćăŋĺï ąëńĺ ïćńěŋĺï, ć łőâőàëå ãáńőćĺï őďŋőğŋăçŋő őŕàěďěńïîâ ĺáåőď. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ ŋă ňăâěàĺăńìŋãî âőçłã ďěľáâćãěâ ğăďăŋŋăï áĺńă, ĺ ć ŋăçăńìŋëľ ňőňěŋâ ğăďăŋë łőőàďĺŋăâë ĺ áłőàőáâì çăáâĺæë, âő ěě ďăńìŋěľèěě ďćĺęěŋĺě őďŋőğŋăçŋő őŕàěďěńïěâáï áőőâćěâáâćãîéĺň ďĺääěàěŋæĺăńìŋëň ãàăćŋěŋĺěň Ŋìîâőŋă. Őďŋăłő, íâă ňěåăŋĺçěáłăï ňőďěńì ŋě ćáěčďă ãďőćńěâćőàĺâěńìŋő őŕĺáëćăěâ àěăńìŋëě äĺğĺçěáłĺě ïćńěŋĺï. Ěáńĺ àăááňăâàĺćăâì, ŋăŕàĺňěà, ďćĺęěŋĺě ŕãńĺ, âő ěě âàăěłâőàĺï ŋě őŕàěďěńïěâáï őďŋőğŋăçŋő. Ďěńő ć âőň, çâő ŋăçăńìŋăï áłőàőáâì ŕãńĺ ŕő ňŋőčĺň ŕàĺçĺŋăň ŋě őáâăěâáï ŕőáâőïŋŋőľ ŕàĺ àăğńĺçŋëå ćëáâàěńăå. Šő ęě áăňőě ŕàőĺáåőďĺâ ŕàĺ ćëŕãáłě áŋăàïďőć. Ďăęě ć áńãçăě őďŋőľ ĺ âőľ ęě âőçłĺ ŕàĺæěńĺćăŋĺï ŋěćőğňőęŋő âőçŋő ãłăğăâì, łãďă ãŕăďěâ áŋăàïď. Ŋěőďŋőğŋăçŋőáâì ğďěáì áćïğăŋă á âěň, çâő ňë ŋě ňőęěň ăąáőńîâŋő âőçŋő ğŋăâì ŕăàăňěâàë áőáâőïŋĺï ăâňőáäěàë ćő ćáěå âőçłăå âàăěłâőàĺĺ áŋăàïďă.

Ěáńĺ łőńěąăŋĺï ğŋăçěŋĺľ ŋăçăńìŋőľ áłőàőáâĺ ĺ ŕăàăňěâàőć ăâňőáäěàë ŋěćěńĺłĺ (ŋăŕàĺňěà, ňěŋìèě ŕőčàěèŋőáâĺ, ćŋőáĺňőľ ĺğňěàĺâěńìŋëňĺ ŕàĺąőàăňĺ), âő ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋãî ňěåăŋĺçěáłãî ňőďěńì.

Ŋěőďŋőğŋăçŋőáâì ĺáåőďă ŕàĺ áőåàăŋěŋĺĺ őáŋőćŋëå ãáńőćĺľ őŕëâă ŋăąńîďăěâáï ďńï èĺàőłőčő łàãčă ïćńěŋĺľ. Ŕàĺ ŕőďąàăáëćăŋĺĺ ňőŋěâë ĺńĺ łãąĺłă ňë ŋě ňőęěň ğăàăŋěě ŕàěďáłăğăâì ĺáåőď. Řěğãńìâăâë ŋěáłőńìłĺå ĺğňěàěŋĺľ őďŋőľ ĺ âőľ ęě ćěńĺçĺŋë, ŕőńãçěŋŋëě őďŋĺň ĺ âěň ęě ŕàĺąőàőň ć őďŋĺå ĺ âěå ęě ãáńőćĺïå, àăğńĺçŋë. Ćńĺïŋĺě őçěŋì ąőńìèőčő çĺáńă àăğŋőőąàăğŋëå ŋěłőŋâàőńĺàãěňëå äăłâőàőć, łăęďëľ ĺğ łőâőàëå ć őâďěńìŋőáâĺ ŋě ňőęěâ ŕőćńĺïâì ŋă àěğãńìâăâ őŕëâă, ŕàĺćőďĺâ ł ŋěŕàěďáłăğãěňőáâĺ ěčő àěğãńìâăâă. Ŕőďőąŋëě ïćńěŋĺï, ĺáåőď łőâőàëå ğăàăŋěě ŕàěďáłăğăâì ŋěńìğï ŕő âěň ĺńĺ ĺŋëň ŕàĺçĺŋăň, ŋăğëćăîâ áńãçăľŋëňĺ ïćńěŋĺïňĺ.

Šăłĺň őąàăğőň, ć őąêěłâě âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ ãęě ğăńőęěŋă ŋěłőâőàăï ŋěőŕàěďěńěŋŋőáâì. Őďŋăłő, íâő ćőćáě ŋě őğŋăçăěâ ŕàĺŋæĺŕĺăńìŋãî ŋěćőğňőęŋőáâì ŕőğŋăâì ďăŋŋőě ïćńěŋĺě. Ĺğ íâőčő áńěďãěâ ńĺèì âő, çâő ňë ŋě àăáŕőńăčăěň ďőáâăâőçŋëňĺ áćěďěŋĺïňĺ ő ňěåăŋĺğňăå, ãŕàăćńïîéĺå ďăŋŋëň ïćńěŋĺěň.

Ćăęŋő őâňěâĺâì, çâő ć ŕàĺàőďě ŕőçâĺ ŋě áãéěáâćãěâ âőçŋëå ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëå łőńĺçěáâćěŋŋëå ğăłőŋőć. Šăł, ŋăŕàĺňěà, ğăłőŋ ő ğăćĺáĺňőáâĺ ďăćńěŋĺï ĺďěăńìŋőčő čăğă őâ âěňŕěàăâãàë - àěğãńìâăâ áńãçăľŋőčő åăàăłâěàă çĺáńă áőãďăàěŋĺľ çăáâĺæ ő áâěŋłĺ áőáãďă ĺ áłőàőáâěľ íâĺå çăáâĺæ. Ŕàőáâő ć őąńăáâĺ őąëçŋëå âěňŕěàăâãà ĺ ďăćńěŋĺľ áńãçăľŋëě őâłńőŋěŋĺï őâ ğăłőŋă őçěŋì ňăńë ĺ ŋě äĺłáĺàãîâáï ŋăèĺňĺ ŕàĺąőàăňĺ. Ğďěáì áńãçăľŋőáâì áćïğăŋă á ăâőňăàŋőľ áâàãłâãàőľ ňăâěàĺĺ.

Ěáńĺ ęě ňë ąãďěň áńěďĺâì ğă őâďěńìŋőľ ňĺłàőçăáâĺæěľ, âő ğďěáì ŕàőïćńïěâáï ĺŋăï ŋěőŕàěďěńěŋŋőáâì. Őŋă áćïğăŋă á łćăŋâőćőňěåăŋĺçěáłĺňĺ ğăłőŋăňĺ ďćĺęěŋĺï ĺ ïćńïěâáï őâàăęěŋĺěň àěăńìŋőľ ŕàĺàőďë ćěéěľ. Ěáńĺ ňë ğŋăěň ĺňŕãńìá çăáâĺæë, âő ŋě ğŋăěň ěě âőçŋőčő ňěáâőŕőńőęěŋĺï. §ďàő àăďĺőăłâĺćŋőčő ăâőňă ňőęěâ àăáŕăáâìáï ć ńîąőľ ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ, ĺ íâă áńãçăľŋőáâì ãćěńĺçěŋĺěň ŋăèĺå ŕőğŋăŋĺľ ãáâàăŋěŋă ąëâì ŋě ňőęěâ.

Ŕàĺ íłáŕěàĺňěŋâăńìŋőň ĺğãçěŋĺĺ łăłőčő-ńĺąő ïćńěŋĺï á æěńìî ãáâăŋőćńěŋĺï ěčő ğăłőŋőňěàŋőáâěľ ŕàĺåőďĺâáï ŋăąńîďăâì ěčő ňŋőčőłàăâŋő ć őďĺŋăłőćëå ãáńőćĺïå. Ŕàĺ íâőň ŕőď őďĺŋăłőćëňĺ ãáńőćĺïňĺ ňë ŕőŋĺňăěň őďĺŋăłőćëě ğŋăçěŋĺï ćáěå łőńĺçěáâćěŋŋëå åăàăłâěàĺáâĺł łőŋâàőńĺàãěňëå äăłâőàőć. Ćáě ŋěłőŋâàőńĺàãěňëě ŕăàăňěâàë ąãďãâ ŕàĺ íâőň àăğńĺçŋëňĺ. Ŋăąńîďěŋĺï, ŕàőćőďĺňëě ŕàĺ ŋěłőâőàőň łőňŕńěłáě ãáńőćĺľ, łőâőàëľ ãďăěâáï ňŋőčőłàăâŋő ć âőçŋőáâĺ ćőááőğďăâì, ŋăğëćăîâ áâă-

âĺáâĺçěáłĺň íłáŕěàĺňěŋâőň (őŕëâőň, ĺáŕëâăŋĺěň). Ćáïłĺľ äăłâ, ŕàőĺáåőęďěŋĺě

ĺńĺ ŋěŕàőĺáåőęďěŋĺě łőâőàőčő őďŋőğŋăçŋő äĺłáĺàãěâáï ć ãáńőćĺïå ďăŋŋőčő íłáŕěàĺňěŋâă, ŋăğëćăîâ áńãçăľŋëň áőąëâĺěň ĺńĺ ŕàőáâő áőąëâĺěň.

Ł áőąëâĺïň őâŋőáïâáï: ćëŕăďěŋĺě čěàąă ŋă ňőŋěâě, ćëŕăďěŋĺě âàěå őçłőć ŕàĺ ąàőáăŋĺĺ łãąĺłă, ŕőŕăďăŋĺě ć ”ïąńőçłő” ŕàĺ ćëáâàěńě ć ňĺèěŋì, ćáŕëåĺćăŋĺě áŕĺçłĺ ŕàĺ çĺàłăŋĺĺ ěî ő áŕĺçěçŋëľ łőàőąőł ĺ ďà.

Ŕőŋïâĺě áőąëâĺï ć âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ ïćńïěâáï âăłĺň ęě ąăğőćëň ŋěőŕàěďěńĺňëň ŕőŋïâĺěň łăł ŕőŋïâĺě ňŋőęěáâćă ć ňăâěňăâĺçěáłőň ăŋăńĺğě, ŕőŋïâĺě âőçłĺ ĺ ŕàïňőľ ć čěőňěâàĺĺ.

3.Śâăâĺáâĺçěáłőě (íňŕĺàĺçěáłőě) őŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâĺ.

Ćőğŋĺłăěâ ćőŕàőá: łăłőľ ćěńĺçĺŋőľ åăàăłâěàĺğőćăâì ććěďěŋŋëě áńãçăľŋëě áőąëâĺï ? Łăł ĺå łőńĺçěáâćěŋŋő őâńĺçăâì őďŋő őâ ďàãčőčő, ğŋăï, ŋăŕàĺňěà, çâő őďŋő ŕàőĺáåőďĺâ àěęě ďàãčőčő ? İâőľ ćěńĺçĺŋőľ ïćńïěâáï ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï. Ĺŋâãĺâĺćŋőě ŕőŋïâĺě ćěàőïâŋőáâĺ áćïğăŋő á ĺŋďãłâĺćŋëňĺ ãňőğăłńîçěŋĺïňĺ ĺ áãęďěŋĺïňĺ âĺŕă: ”Ŕăćěń, ćěàőïâŋő, áçăáâńĺćëľ çěńőćěł”, ”Čĺŕőâěğă Ťěàňă, ćěàőïâŋő, őèĺąőçŋă”. Śãęďěŋĺï âăłőčő àőďă ĺŋâěàěáŋë äĺńőáőäăň ĺ ńőčĺłăň. Ňë ęě ąãďěň ĺňěâì ďěńő ŋě á ňőďăńìŋőáâïňĺ ĺŋďãłâĺćŋëå ãňőğăłńîçěŋĺľ, ă á âěň, çâő ňőęŋő ŋăğćăâì äĺğĺçěáłőľ ĺńĺ áâăâĺáâĺçěáłőľ ćěàőïâŋőáâìî, â.ě. á âěň, çâő őâŋőáĺâáï ł ćőğňőęŋëň ĺáåőďăň ňëáńĺňőčő íłáŕěàĺňěŋâă.

Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ć ŋěłőâőàőň áâăâĺáâĺçěáłőň íłáŕěàĺňěŋâě ňë áńěďĺň ğă ŕőïćńěŋĺěň áőąëâĺï A (ćáě áőąëâĺï ďăńěě ąãďěň őąőğŋăçăâì ğăčńăćŋëňĺ ąãłćăňĺ ńăâĺŋáłőčő ăńäăćĺâă). Ďőŕãáâĺň, çâő ŕàőćěďěŋő n ĺáŕëâăŋĺľ, ć m ĺğ łőâőàëå ŕàőĺğőèńő áőąëâĺě A. Ććěďěň ć àăááňőâàěŋĺě ćěńĺçĺŋã νn (A) = m/n - őâŋőáĺâěńìŋãî

çăáâőâã ŕőïćńěŋĺï áőąëâĺï A. Ŋă őáŋőćăŋĺĺ ďńĺâěńìŋëå ŋăąńîďěŋĺľ ğă àěğãńìâă-

âăňĺ ąőńìèőčő çĺáńă àăğńĺçŋëå ĺáŕëâăŋĺľ ąëńă őąŋăàãęěŋă ãďĺćĺâěńìŋăï ãáâőľ-

çĺćőáâì őâŋőáĺâěńìŋőľ çăáâőâë áőąëâĺï: ć àăğńĺçŋëå áěàĺïå ĺáŕëâăŋĺľ íâĺ ćěńĺ-

çĺŋë ňăńő őâńĺçăńĺáì ďàãč őâ ďàãčă, ŕàĺçěň ãłăğăŋŋëě őâńĺçĺï ąëńĺ âěň ňěŋìèě, çěň ąőńìèě ĺáŕëâăŋĺľ ŕàőćőďĺńőáì.

Šăł, ŋăŕàĺňěà, őâŋőáĺâěńìŋăï çăáâőâă àőęďěŋĺï ňăńìçĺłőć ňăńő őâńĺçăěâáï őâ

0.515, ĺ íâő ğŋăçěŋĺě áńăąő ğăćĺáĺâ őâ ňěáâŋőáâĺ ĺńĺ őâ íâŋĺçěáłőčő áőáâăćă ŋăáě-

ńěŋĺï. Őâŋőáĺâěńìŋăï çăáâőâă àăáŕăďă ăâőňă Ra^{226} ğă 100 ńěâ áőáâăćńïěâ ŕàĺąńĺğĺâěńìŋő 0.04184. Ć ŕőáńěďŋěň áńãçăě çĺáńő ĺáŕëâăŋĺľ áőćŕăďăěâ á çĺáńőň ŋăåőďïéĺåáï ŕőď ŋăąńîďěŋĺěň ăâőňőć àăďĺï ć őąàăğæě (N = 10^{23} ÷ 10^{24}).

Őąàăâĺňáï ł íłáŕěàĺňěŋâã á ŕőďąàăáëćăŋĺěň áĺňňěâàĺçŋőľ ňőŋěâë. Ŕőáâàőĺň čàăäĺł ğăćĺáĺňőáâĺ őâŋőáĺâěńìŋőľ çăáâőâë ćëŕăďěŋĺï čěàąă νn őâ çĺáńă ŕàőćěďěŋŋëå ĺáŕëâăŋĺľ n. Ŋăŋőáï âőçłĺ ĺ áőěďĺŋïï ĺå ńőňăŋőľ ńĺŋĺěľ, ńěčłő ğăňěâĺâì, çâő čàăäĺł őçěŋì ąëáâàő ŕàĺęĺňăěâáï ł čőàĺğőŋâăńìŋőľ ŕàïňőľ: νn = 1/2. Ůâőąë ŕàőćěàĺâì íâő őąáâőïâěńìáâćő, Ąîääőŋ ć XVIII ćěłě ŕàőćěń 4040 ąàőáăŋĺľ ňőŋěâë. Čěàą ćëŕăń 2048 àăğ, çâő ďăńő ν = 0.508. Ŕĺàáőŋ ŕàőĺğćěń ãęě 24000 ŕőďąàăáëćăŋĺľ. Čěàą ŕőïćĺńáï ć 12012 ĺáŕëâăŋĺïå ĺ őâŋőáĺâěńìŋăï çăáâőâă ν áőáâăćĺńă 0.5005.

Ĺâăł, ňë ŕőďőèńĺ ćŕńőâŋãî ł áăňőňã čńăćŋőňã ŕőŋïâĺî âěőàĺĺ - ŕőŋïâĺî ćěàő-

ïâŋőáâĺ áńãçăľŋőčő áőąëâĺï. Ć áâăâĺáâĺçěáłőň áňëáńě ŕőď ćěàőïâŋőáâìî áőąë-

âĺï ŕőŋĺňăěâáï őąêěłâĺćŋő áãéěáâćãîéăï ćěńĺçĺŋă P , őłőńő łőâőàőľ čàãŕŕĺàãîâáï őâŋőáĺâěńìŋëě çăáâőâë íâőčő áőąëâĺï. Ć áĺńã âőčő, çâő 0 ≤ νn (A) ≤ 1, ďńï ńîąőčő áőąëâĺï ćěńĺçĺŋă P ∈ [0, 1]. Ć ňăâěňăâĺçěáłőň áňëáńě őŕàěďěńěŋĺě P łăł ŕàěďěńă

ν_n ŕàĺ n → ∞ ŋěńìğï ŋăğćăâì áâàőčĺň (íâő őŕàěďěńěŋĺě ŕàĺŕĺáëćăîâ ŋěňěæłőňã

ňăâěňăâĺłã ĺ ňěåăŋĺłã Ňĺğěáã). Ďěńő ć âőň, çâő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ {νn} ąãďãâ àăğńĺçŋëňĺ ďńï àăğŋëå áěàĺľ íłáŕěàĺňěŋâőć. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ŋă ŕàăłâĺłě ňë ćáěčďă ĺňěěň ďěńő ŋě á ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî őâŋőáĺâěńìŋëå çăáâőâ, ă á ĺå łőŋěçŋëň ŋăąőàőň.

4.Ŕàőáâàăŋáâćő íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ. Łńăááĺçěáłăï áåěňă ĺáçĺáńěŋĺï ćěàőïâŋőáâěľ.

Ďńï ňăâěňăâĺçěáłőčő őŕĺáăŋĺï íłáŕěàĺňěŋâőć áő áńãçăľŋëňĺ ĺáåőďăňĺ ććěďěň ŕőŋïâĺě ŕàőáâàăŋáâćă íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ. Šăłĺň ŕàőáâàăŋáâćőň ňë ąãďěň ŋăğëćăâì ńîąőě ňŋőęěáâćő Ω ćğăĺňőĺáłńîçăîéĺå ĺáåőďőć íłáŕěàĺňěŋâă, ŕàĺçěň łăęďëľ ĺŋâěàěáãîéĺľ ŋăá àěğãńìâăâ íłáŕěàĺňěŋâă ňőęěâ ąëâì őďŋőğŋăçŋő őŕĺáăŋ á ŕőňőéìî íńěňěŋâőć íâőčő ňŋőęěáâćă. İńěňěŋâë ŕàőáâàăŋáâćă Ω ąãďěň őąőğŋăçăâì ąãłćőľ ω ĺ ŋăğëćăâì íńěňěŋâăàŋëňĺ áőąëâĺïňĺ (ňëáńĺňëňĺ ĺáåőďăňĺ, èăŋáăňĺ). Ććĺďã ąőńìèőčő àăğŋőőąàăğĺï áńãçăľŋëå ïćńěŋĺľ ŋěńìğï ďăâì ąőńěě łőŋłàěâŋőě ŕàěďáâăćńěŋĺě ő ŕàőáâàăŋáâćě íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ. İâő ŕőŋïâĺě ŋěőŕàěďěńïěňő, őŋő ĺáåőďŋő łăł, ŋăŕàĺňěà, ŕőŋïâĺě âőçłĺ ć čěőňěâàĺĺ. Ďńï őŕĺáăŋĺï łăęďőľ àěăńìŋőľ ğăďăçĺ ňŋőęěáâćő Ω ćëąĺàăěâáï ŋăĺąőńěě ŕőďåőďïéĺň őąàăğőň.

Ő łăłőň-ńĺąő áőąëâĺĺ A ĺňěěâ áňëáń čőćőàĺâì âőńìłő âőčďă, łőčďă ďńï łăęďőčő ňëáńĺňőčő ĺáåőďă őŕëâă ĺğćěáâŋő, ŕàőĺğőèńő ĺńĺ ŋě ŕàőĺğőèńő áőąëâĺě A. Śőćőłãŕŋőáâì âőçěł, ŕàěďáâăćńïîéĺå ćáě âě ĺáåőďë, ŕàĺ łőâőàëå áőąëâĺě A ŕàőĺáåőďĺâ, ŕőńŋőáâìî őŕĺáëćăěâ íâő áőąëâĺě. Čőćőàïâ, çâő íâĺ ĺáåőďë ąńăčőŕàĺïâáâćãîâ áőąëâĺî A. Ŕőíâőňã áőąëâĺěň ŋăğëćăîâ ńîąőě ĺğňěàĺňőě ŕőďňŋőęěáâćő ŕàőáâàăŋáâćă Ω: A ⊂ Ω. Šěàňĺŋë ”áőąëâĺě” ĺ ”íńěňěŋâăàŋőě áőąëâĺě” àăćŋőáĺńìŋë âěàňĺŋăň ”âőçěçŋőě ňŋőęěáâćő” ĺ ”âőçłă”. Śőąëâĺï, áőďěàęăéĺě ąőńěě őďŋőčő íńěňěŋâăàŋőčő áőąëâĺï, ŕàĺŋïâő ŋăğëćăâì áőáâăćŋëňĺ. Ŕàőáâàăŋáâćő Ω, áőďěàęăéěě łőŋěçŋőě ĺńĺ áçěâŋőě çĺáńő íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ, ŋăğëćăîâ ďĺáłàěâŋëň.

Řăááňőâàĺň àïď ŕàĺňěàőć, ŕőïáŋïîéĺå ćëąőà ňŋőęěáâćă Ω.

1.Őďŋőłàăâŋőě ŕőďąàăáëćăŋĺě ňőŋěâë. Ćőğňőęŋëňĺ ĺáåőďăňĺ ć íâőň őŕëâě

ąãďãâ: ŕăďěŋĺě ňőŋěâë čěàąőň ććěàå, ćëŕăďěŋĺě àěèěâłĺ, ŕőáâăŋőćłă ňőŋěâë ŋă àěąàő, ğăŕăďăŋĺě ňőŋěâë ć éěńì ĺ â.ď. Ŕàĺ ňăâěňăâĺçěáłőň őŕĺáăŋĺĺ őŕëâă ěáâěáâćěŋŋő őâćńěçìáï őâ àïďă ŋěáãéěáâćěŋŋëå ćğăĺňőĺáłńîçăîéĺå ĺáåőďőć ĺ őčàăŋĺçĺâìáï ńĺèì ďćãňï ŕěàćëňĺ: ωg - ćëŕăďěŋĺě čěàąă, ωr - ćëŕăďěŋĺě àěèěâłĺ. Šăłĺň őąàăğőň, ć íâőň őŕëâě_{Ω = {ω} g, ω_r} . 2.Ŕőďąàăáëćăŋĺě ĺčàăńìŋőľ łőáâĺ őďĺŋ àăğ. Ğďěáì ŕő ăŋăńőčĺĺ á ŕàěďëďãéĺň

ŕàĺňěàőň ěáâěáâćěŋŋő ŕàěďŕőńőęĺâì, çâő ŕàőáâàăŋáâćő Ω áőďěàęĺâ èěáâì íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ:_{Ω = {ω}

1, ω_2, ω_3, ω_4, ω_5, ω_6} ,

čďě ŕőď ωk ŕőŋĺňăěâáï ĺáåőď őŕëâă, ğăłńîçăîéĺľáï ć ćëŕăďěŋĺĺ k őçłőć ŋă łãąĺłě.

3.Ŕőďąàăáëćăŋĺě ňőŋěâë n àăğ. Ć íâőň őŕëâě łăęďőě íńěňěŋâăàŋőě áőąëâĺě

ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì čěàąőć ĺ àěèěâőł: ω =GGRGRR . . . RG n . Ŕőńŋőě çĺáńő ňëáńĺňëå ĺáåőďőć, ćåőďïéĺå ć Ω, àăćŋő 2^n.

4.Őďŋőłàăâŋëľ ćëáâàěń ć ňĺèěŋì. Łăęďőňã íńěňěŋâăàŋőňã áőąëâĺî ğďěáì őâ-

ćěçăěâ âőçłă ňĺèěŋĺ, łãďă ŕőŕăďăěâ ŕãńï ŕőáńě ćëáâàěńă, ńĺąő âőçłă, ńěęăéăï ćŋě ňĺèěŋĺ (”ňőńőłő”). Šăłőě ŕàőáâàăŋáâćő Ω ŋěáçěâŋő. Őďŋăłő, ěáńĺ ŋăá ĺŋâěàěáãěâ ńĺèì łőńĺçěáâćő ćëąĺćăěňëå őçłőć, âő ć łăçěáâćě Ω ňőęŋő ćëąàăâì ďĺáłàěâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő, áőáâőïéěě ĺğ 11-âĺ ňëáńĺňëå ĺáåőďőć ωk, k = 0, 10. Ğďěáì ωk - ćëąĺćăŋĺě k őçłőć ŕàĺ őďŋőň ćëáâàěńě.

Řăááňőâàĺň ŕàőáâàăŋáâćő íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ Ω, áőáâőïéěě ĺğ łőŋěçŋőčő çĺáńă n ĺáåőďőć: Ω = {ω1, . . . , ωn}. Ŕãáâì ĺŋâěàěáãîéěňã ŋăá áőąëâĺî A ąńăčőŕàĺïâáâćãîâ łăłĺě-âő k ĺğ ŋĺå:_{A = {ω} i1 , ω_{i2} . . . , ω_{ik} } . Ěáńĺ ğăàăŋěě ŋěńìğï őâďăâì ŕàěďŕőçâěŋĺě ŋĺ őďŋőňã ĺğ ĺáåőďőć ŕő őâŋőèěŋĺî ł ďàãčĺň, âő ďńï ŕőďáçěâă ćěàőïâŋőáâĺ áőąëâĺï A ĺáŕőńìğãěâáï łńăááĺçěáłăï áåěňă:

P (A) = k n . Ğăňěâĺň, çâő íâă áåěňă àăáçěâă ąëńă ĺğćěáâŋă ěéě ć XVII ćěłě.

Ŕàĺćěďěň àïď ŕàĺňěàőć.

1.Őŕàěďěńĺň ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï A - ćëŕăďěŋĺï ŋěçěâŋőčő çĺáńă őçłőć ŕàĺ őďŋőłàăâŋőň ŕőďąàăáëćăŋĺĺ łãąĺłă. Łăł ňë ãęě őâňěçăńĺ, ŕàőáâàăŋáâćő Ω áőáâőĺâ ĺğ èěáâĺ ĺáåőďőć:_{Ω = {ω}

1, ω_2, ω_3, ω_4, ω_5, ω_6} .

Śőąëâĺî A ąńăčőŕàĺïâáâćãîâ âàĺ ĺáåőďă: A = {ω1, ω3, ω5}. Ŕőíâőňã,

P (A) = 3 6 = 1 2 .

2.Ğăďăçă ő ďŋïå àőęďěŋĺï. Łăłőćă ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ć ŋăãčăď ćëąàăŋŋőľ

áâãďěŋçěáłőľ čàãŕŕě ĺğ m çěńőćěł ŋěâ áőćŕăďăîéĺå ďŋěľ àőęďěŋĺï.

Ŋă ŕěàćëľ ćğčńïď, ŕőáâăćńěŋŋăï ğăďăçă łăęěâáï âàãďŋőàăğàěèĺňőľ, ŕőáłőńìłã łőńĺçěáâćő ďŋěľ ć čőďã àăğŋőě, ă àőęďăěňőáâì ğăćĺáĺâ őâ ćàěňěŋĺ čőďă. Ňë ąãďěň àěèăâì ğăďăçã ć ŕàěďŕőńőęěŋĺĺ, çâő ć łăęďőň łăńěŋďăàŋőň čőďã àőćŋő 365 ďŋěľ, ă àőęďăěňőáâì őáâăěâáï ŕàĺňěàŋő ŕőáâőïŋŋőľ ŋă ŕàőâïęěŋĺĺ ćáěå ćàěňěŋŋëå áěğőŋőć. Ć ďăŋŋőľ ğăďăçě íńěňěŋâăàŋëň ĺáåőďőň ω áńěďãěâ áçĺâăâì łőŋłàěâŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě ďŋěľ àőęďěŋĺï áâãďěŋâőć ŕő ďŋïň łăńěŋďăàŋőčő čőďă. Ŕőďáçĺâăěň őąéěě çĺáńő n íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ ć ŕàőáâàăŋáâćě Ω. Ŕőáłőńìłã ďěŋì àőęďěŋĺï łăęďőčő ĺğ m áâãďěŋâőć ňőęěâ ŕàĺľâĺáì ŋă ńîąőľ ĺğ 365 ďŋěľ, âő

n =365 · 365 · . . . · 365 m = 365^m.

Ůĺáńő ąńăčőŕàĺïâáâćãîéĺå ĺáåőďőć k ŋăåőďĺň ŕőáńěďőćăâěńìŋëň ”ąàőáăŋĺěň” ďŋï àőęďěŋĺï łăęďőčő ĺğ áâãďěŋâőć ŋă ďŋĺ łăńěŋďăàŋőčő čőďă. Ŕàĺ íâőň ŋěńìğï ”ąàőáăâì” ďćăęďë ć őďŋã ĺ âã ęě ”ïçěľłã”. Ŕőíâőňã,

k = 365 · 364 · . . . · [365 − (m − 1)] .

Ŕő łńăááĺçěáłőľ áåěňě őŕàěďěńïěň ćěàőïâŋőáâì ĺŋâěàěáãîéěčő ŋăá áőąëâĺï P = k n = 365 · 364 · . . . · [365 − (m − 1)]

365^m = = ( 1 − 1 365 ) ( 1 − 2 365 ) · . . . · ( 1 − m − 1 365 ) . Ŕőńãçěŋŋãî äőàňãńã ňőęŋő ğăŕĺáăâì ć ąőńěě ãďőąŋőň ďńï àăáçěâőć ćĺďě. Ćőáŕőńìğãěňáï ŕàĺąńĺęěŋŋëň áőőâŋőèěŋĺěň: e^{−z} ≃ 1 − z, |z| ≪ 1. Šőčďă,_{P ≃ e−1/365 · e−2/365 · . . . · e−(m−1)/365 =} = exp { − 1 365 [1 + 2 + . . . + (m − 1)] } . Ĺńĺ őłőŋçăâěńìŋő_{P ≃ e−m(m−1)/730.}

Ďăŋŋőľ äőàňãńőľ ňőęŋő ŕőńìğőćăâìáï ďńï àăáçěâőć ŕàĺ ãáńőćĺĺ: m ≪ 365. Šăł, ďńï

m = 10, P ≃ 0.88; ďńï m = 15, P ≃ 0.75; ďńï m = 20, P ≃ 0.6; ďńï m = 25, P ≃ 0.44;

ďńï m = 30, P ≃ 0.3. Łăł ćĺďŋő ĺğ ŕàĺćěďěŋŋëå æĺäà, ćěàőïâŋőáâì ďőćőńìŋő ąëáâàő ãąëćăěâ, ĺ ć čàãŕŕě ĺğ 23 áâãďěŋâőć ãęě ćěàőïâŋěě őąŋăàãęĺâì áőćŕăďăîéĺě ďŋĺ àőęďěŋĺï. İâő ćěáìňă ŋěőęĺďăŋŋëľ àěğãńìâăâ. Ğăďăçăňĺ, ć łőâőàëå ĺŋâãĺæĺï ŕőàőľ őâłăğëćăěâ, âěőàĺï ćěàőïâŋőáâěľ őçěŋì ąőčăâă.

5.Ćëąőàłĺ á ćőğćàăéěŋĺěň ĺ ąěğ ćőğćàăéěŋĺï.

Čĺŕěàčěőňěâàĺçěáłőě àăáŕàěďěńěŋĺě.

Ŕãáâì ğăďăŋő ňŋőęěáâćő {a1, a2, . . . , an}, łőâőàőě ŋăğőćěň čěŋěàăńìŋőľ áőćőłãŕŋő-

áâìî. Ćëąőàłőľ őąêěňă k ĺğ čěŋěàăńìŋőľ áőćőłãŕŋőáâĺ ŋăğëćăěâáï ãŕőàïďőçěŋŋăï

ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì (ai_1 , ai_2 , . . . , ai_k ). İâã ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ňőęŋő őąàăğőćăâì ŕő àăğŋőňã.

Ŕěàćëľ áŕőáőą.

Ŕěàćëľ íńěňěŋâ ai_1 ćëąěàěň ĺğ ćáěľ čěŋěàăńìŋőľ áőćőłãŕŋőáâĺ, áńěďãîéĺľ íńěňěŋâ ai_2 - ĺğ čěŋěàăńìŋőľ áőćőłãŕŋőáâĺ ąěğ íńěňěŋâă ai_1 , íńěňěŋâ ai_3 - ĺğ čěŋěàăńìŋőľ áőćőłãŕŋőáâĺ ąěğ íńěňěŋâőć ai_1 ĺ ai_2 ĺ â.ď. Ŕőńãçěŋŋëě âăłĺň őąàăğőň ćëąőàłĺ ŋăğëćăîâáï ćëąőàłăňĺ ąěğ ćőğćàăéěŋĺï. Śőćěàèěŋŋő ïáŋő, çâő ć íâőň áŕőáőąě k ≤ n. Ůĺáńő ćëąőàőł ąěğ ćőğćàăéěŋĺï áőćŕăďăěâ á çĺáńőň àăğňěéěŋĺľ ĺğ n ŕő k: A^k_n = n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1) . Łăęďőľ ćëąőàłě ąěğ ćőğćàăéěŋĺï ňőęŋő ŕàĺŕĺáăâì ŕő łńăááĺçěáłőľ áåěňě ćěàőïâŋőáâì 1/A^k_n. Ćëąőàłã ąěğ ćőğćàăéěŋĺï ŋăčńïďŋő ňőęŋő ŕàěďáâăćĺâì łăł ŕőáńěďőćăâěńìŋëľ ćëąőà ĺğ áőćőłãŕŋőáâĺ n ŕàőŋãňěàőćăŋŋëå èăàőć, ŋăåőďïéĺåáï ć ãàŋě. Ćëŋãâëě èăàë ć ãàŋã ŋě ćőğćàăéăîâáï.

Ćâőàőľ áŕőáőą.

Ěčő ňőęŋő ŕőïáŋĺâì ŋă ŕàĺňěàě âőľ ęě ãàŋë á ŕàőŋãňěàőćăŋŋëňĺ èăàăňĺ. Ĺğ ãàŋë ćëŋĺňăîâ èăà ĺ ğăŕőňĺŋăîâ ěčő ŋőňěà. Ğăâěň èăà ćőğćàăéăîâ ć ãàŋã ĺ áŋőćă ďőáâăîâ èăà. Ŋőňěà ćëŋãâőčő èăàă őŕïâì ğăŕőňĺŋăîâ ĺ èăà őŕãáłăîâ őąàăâŋő. Ĺ â.ď. Ŕőńãçěŋŋăï âăłĺň áŕőáőąőň ćëąőàłă ŋăğëćăěâáï ćëąőàłőľ á ćőğćàăéěŋĺěň. Ğďěáì ãęě ćőğňőęŋő, çâő k ňőęěâ ŕàěćëèăâì n. Ŕàĺ íâőň ć ćëąőàłě á ćőğćàăéěŋĺěň őąïğăâěńìŋő őłăęãâáï őďĺŋăłőćëě íńěňěŋâë ĺğ čěŋěàăńìŋőľ áőćőłãŕŋőáâĺ. Ŕőáłőńìłã ŕàĺ łăęďőň ďőáâăćăŋĺĺ ňőęěâ ąëâì ćëąàăŋ ńîąőľ ĺğ n èăàőć, âő çĺáńő ćëąőàőł á ćőğćàăéěŋĺěň àăćŋő n^k. Ŕő łńăááĺçěáłőľ áåěňě łăęďőľ âăłőľ ćëąőàłě áńěďãěâ ŕàĺŕĺáăâì ćěàőïâŋőáâì 1/n^k.

Ŕőďáçĺâăěň ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ć ćëąőàłě á ćőğćàăéěŋĺěň őąêěňă k ≤ n ćáě íńěňěŋâë àăğńĺçŋë. Ćëąőàőł á ŋěŕőćâőàïîéĺňĺáï íńěňěŋâăňĺ ąãďěâ àőćŋő áâőńìłő ęě, áłőńìłő ćëąőàőł ąěğ ćőğćàăéěŋĺï, â.ě. A^k_n. Ŕőíâőňã ĺáłőňăï ćěàőïâŋőáâì P = A^k_n n^k . İâőâ ŕàĺěň ňë ŕàĺňěŋĺńĺ ŕàĺ àěèěŋĺĺ ğăďăçĺ ő ďŋïå àőęďěŋĺï.

Ćěàŋěňáï ł ćëąőàłě ąěğ ćőğćàăéěŋĺï ĺğ čěŋěàăńìŋőľ áőćőłãŕŋőáâĺ {a1, a2, . . . , an}. Ŕőďáçĺâăěň çĺáńő ćëąőàőł őąêěňă k, őâńĺçăîéĺåáï âőńìłő áőáâăćőň íńěňěŋâőć. Ůĺáńő ćëąőàőł ąěğ ćőğćàăéěŋĺï őąêěňă k, ĺňěîéĺå őďĺŋăłőćëľ áőáâăć ĺ àăğńĺçăîéĺåáï âőńìłő ŕőàïďłőň íńěňěŋâőć, àăćŋő k! (çĺáńő ŕěàěáâăŋőćőł). Ŕőíâőňã çĺáńő ćëąőàőł, àăğńĺçăîéĺåáï áőáâăćőň, ąãďěâ ć k! àăğ ňěŋìèě A^k_n, â.ě. A^k_n k! = n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1) k! = n! k! (n − k)! = C^k_n. Ŕőńãçěŋŋőě çĺáńő - çĺáńő áőçěâăŋĺľ ĺğ n ŕő k. Ćěàőïâŋőáâì ŕőńãçěŋĺï ŕőďőąŋőľ ćëąőàłĺ ŕő łńăááĺçěáłőľ áåěňě ěáâì 1/C^k_n.

Ŕãáâì ć ãàŋě ĺğ n èăàőć ĺňěěâáï ďćãåæćěâŋëľ ŋăąőà: n1 çěàŋëå ĺ n − n1 ąěńëå èăàőć. Ŕàőĺğćőďĺâáï ćëąőàłă ąěğ ćőğćàăéěŋĺï őąêěňă k. Őŕàěďěńĺň ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ć íâőľ ćëąőàłě ąãďěâ àőćŋő k1 çěàŋëå èăàőć (k1 ≤ k).

Łăł ąëńő ŕőłăğăŋő, çĺáńő ćëąőàőł, őâńĺçăîéĺåáï áőáâăćőň, ěáâì C^k_n. Łőńĺçěáâćő áŕőáőąőć, łőâőàëňĺ ňőęŋő ćëąàăâì k1 èăàőć ĺğ n1 çěàŋëå, àăćŋő, áńěďőćăâěńìŋő,

C^{k1}_{n1} . Őáâăńìŋëě (k − k_1) ąěńëå èăàőć ĺğ (n − n_1) ąěńëå èăàőć ňőęŋő ćëąàăâì C^{k−k1}_{n−n1}

áŕőáőąăňĺ. Ŕàĺ íâőň ńîąőľ ćëąőà çěàŋëå èăàőć ňőęěâ áőçěâăâìáï á ńîąëň ćëąőàőň ąěńëå. Ğŋăçĺâ, ŕő łńăááĺçěáłőľ áåěňě ĺáłőňăï ćěàőïâŋőáâì àăćŋă P_{n1,n} (k_1, k) = C^{k1}_{n1} C^{k−k1}_{n−n1} /C^k_n. Ŋăąőà çĺáěń Pn_1,n (0, k) , Pn_1,n (1, k) , . . . , Pn_1,n (k, k) őąàăğãěâ âăł ŋăğëćăěňőě čĺŕěà-

čěőňěâàĺçěáłőě àăáŕàěďěńěŋĺě. Ĺğ ŕőńãçěŋŋőľ äőàňãńë áńěďãěâ áőőâŋőèěŋĺě (0 < n_1 < n):_k ∑ k1=0 C^{k1}_{n1} C^{k−k1}_{n−n1} = C^k_n. Ŋă ŕàăłâĺłě čĺŕěàčěőňěâàĺçěáłőě àăáŕàěďěńěŋĺě ćáâàěçăěâáï ć ğăďăçě ŕőďáçěâă ćëĺčàëèă ć ĺčàě ”Śŕőàâńőâő 6 ĺğ 45”, ”Śŕőàâńőâő 5 ĺğ 36”. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ěáńĺ Ćë ğăçěàłŋãńĺ ć łăàâőçłě łăłĺě-ńĺąő 6 ŋőňěàőć, âő íâő őğŋăçăěâ, çâő Ćë ňëáńěŋŋő ”àăáłàăáĺńĺ” 6 áőőâćěâáâćãîéĺå èăàőć ć ńőâőâàőŋě. Šěŕěàì ďńï ãčăďëćăŋĺï àőćŋő k ĺğ ğăçěàłŋãâëå ŋőňěàőć ŋãęŋő, çâőąë ŕàĺ âĺàăęě ćëŕăńĺ łăłĺě-ńĺąő k èăàőć ĺğ àăáłàăèěŋŋëå 6-âĺ, ă őáâăńìŋëě (6 − k) ĺğ ŋěàăáłàăèěŋŋëå 39-âĺ. Ŕőíâőňã ćěàőïâŋőáâì ãčăďëćăŋĺï k ŋőňěàőć ć ńőâěàěě ”Śŕőàâńőâő 6 ĺğ 45” àăćŋă:

P_{6,45} (k, 6) = C^k_6 C^{6−k}_{39} /C^6_{45}.

6.Řăáŕàěďěńěŋĺě çăáâĺæ ŕő ïçěľłăň. Śâăâĺáâĺłĺ Ňăłáćěńńă-Ąőńìæňăŋă, Ąőğě-İľŋèâěľŋă, Ťěàňĺ-Ďĺàăłă.

Ÿĺàőłãî ŕàĺňěŋĺňőáâì ŋă ŕàăłâĺłě ĺňěěâ ňőďěńì áńãçăľŋőčő àăğňěéěŋĺï r èăàőć ŕő n ïéĺłăň. Šăł, ć áâăâĺáâĺçěáłőľ ňěåăŋĺłě ďńï áĺáâěňë, áőáâőïéěľ ĺğ ąőńìèőčő çĺáńă çăáâĺæ (ŋăŕàĺňěà, ďńï čăğă) őąêěň Γ äăğőćőčő ŕàőáâàăŋáâćă (èěáâĺňěàŋőčő ŕàőáâàăŋáâćă łőőàďĺŋăâ ĺ ĺňŕãńìáőć), ć łőâőàőň ňőčãâ ŋăåőďĺâìáï çăáâĺæë, őčàăŋĺçěŋ. Ěčő àăğąĺćăîâ ŋă ąőńìèőě çĺáńő ňăńëå őąńăáâěľ ĺńĺ ïçěěł. Ć àěğãńìâăâě, áőáâőïŋĺě ćáěľ áĺáâěňë őŕĺáëćăěâáï łăł áńãçăľŋőě àăğňěéěŋĺě r çăáâĺæ ŕő n ïçěľłăň.

Őŕàěďěńĺň ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ŕàĺ áńãçăľŋőň àăğňěéěŋĺĺ r çăáâĺæ ŕő n ïçěľłăň ć ŕěàćőľ ïçěľłě őłăęěâáï àőćŋő r1 çăáâĺæ, ćő ćâőàőľ - r2 çăáâĺæ ĺ â.ď., ć n-őľ ïçěľłě - rn çăáâĺæ. Ŕàĺ íâőň, őçěćĺďŋő, ďőńęŋő ćëŕőńŋïâìáï áőőâŋőèěŋĺě: n∑ k=1 r_k = r (0 ≤ r_k ≤ r) .

Ŋă ŕěàćëľ ćğčńïď łăęěâáï, çâő ćáě ňëáńĺňëě n^r àăğňěéěŋĺľ çăáâĺæ àăćŋőćěàőïâŋë. Ěáńĺ ŕàěďŕőńőęĺâì, çâő íâő âăł, âő ďńï ŕőďáçěâă ćěàőïâŋőáâĺ ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì łńăááĺçěáłãî áåěňã. Ůĺáńő ąńăčőŕàĺïâáâćãîéĺå ĺáåőďőć ńěčłő áőáçĺâăâì, ćëąàăć ŋěłőâőàőě ąńăčőŕàĺïâŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě á çĺáńăňĺ ğăŕőńŋěŋĺï r1, r2, . . . , rn áőőâćěâáâćěŋŋő, ă ğăâěň ŕàőĺğćěďï ćáěćőğňőęŋëě ŕěàěáâăŋőćłĺ çăáâĺæ. Ćáěčő âăłĺå ŕěàěáâăŋőćőł - r!, ŋő ŋãęŋő ãçěáâì âő őąáâőïâěńìáâćő, çâő ŕàĺ ŕěàěáâăŋőćłăå çăáâĺæ ćŋãâàĺ őďŋőľ ïçěľłĺ ňë ŋě ŕőńãçăěň ŋőćőčő àăğňěéěŋĺï. Ŕőíâőňã çĺáńő r! ŋěőąåőďĺňő ãňěŋìèĺâì ć r1!r2! . . . rn! àăğ. Šăłĺň őąàăğőň, ĺáłőňăï ćěàőïâŋőáâì àăćŋă P = r! n^r · r_1!r_2! . . . r_n! . Ŕőńãçěŋŋăï äőàňãńă åăàăłâěàŋă ďńï âăł ŋăğëćăěňőľ áâăâĺáâĺłĺ Ňăłáćěńńă-

Ąőńìæňăŋă. Ďěńăńĺáì ňŋőčőçĺáńěŋŋëě ŕőŕëâłĺ ďőłăğăâì, çâő äĺğĺçěáłĺě çăáâĺæë

ćěďãâ áěąï ć áőőâćěâáâćĺĺ á íâőľ áâăâĺáâĺłőľ. Őďŋăłő, áőćàěňěŋŋăï âěőàĺï ŕőłăğëćăěâ, çâő áâăâĺáâĺłă Ňăłáćěńńă-Ąőńìæňăŋă ŋě ŕàĺňěŋĺňă ŋĺ ł łăłĺň ĺğćěáâŋëň çăáâĺæăň ć áĺńã ŕàĺŋæĺŕĺăńìŋőľ ŋěàăğńĺçĺňőáâĺ ŕőáńěďŋĺå.

Ąëńĺ ććěďěŋë ďćě àăğńĺçŋëě ćěàőïâŋőáâŋëě ňőďěńĺ, łăęďăï ĺğ łőâőàëå ãďőćńěâćőàĺâěńìŋő őŕĺáëćăěâ ŕőćěďěŋĺě ŋěłőâőàőčő łńăááă çăáâĺæ. Ć áâăâĺáâĺłě Ąőğě-

İľŋèâěľŋă ćáě çăáâĺæë áçĺâăîâáï ŕàĺŋæĺŕĺăńìŋő ŋěàăğńĺçĺňëňĺ, ŕàĺçěň ć łă-

ęďőľ ïçěľłě ňőęěâ ŋăåőďĺâìáï ńîąőě çĺáńő çăáâĺæ. Śőćěàèěŋŋő ïáŋő, çâő ć âăłőľ áâăâĺáâĺłě ĺňěěâáï ćáěčő őďĺŋ ąńăčőŕàĺïâáâćãîéĺľ ĺáåőď, őâćěçăîéĺľ çĺáńăň ğăŕőńŋěŋĺï r1, r2, . . . , rn. Ŕőďáçĺâăěň őąéěě łőńĺçěáâćő àăğńĺçĺňëå àăğňěéěŋĺľ ŋěàăğńĺçĺňëå çăáâĺæ. Ďńï íâőčő ŕàĺňěŋĺň áńěďãîéĺľ ŋăčńïďŋëľ ŕàĺěň. Ćëáâàőĺň ćáě ïçěľłĺ ć čőàĺğőŋâăńìŋëľ àïď. Šőčďă ćŋãâàĺ őłăęěâáï (n − 1) ŕěàěčőàőďőł, áĺňćőńĺğĺàãîéĺå čàăŋĺæë ïçěěł. Řăğňěéěŋŋëě çăáâĺæë âăłęě àăáŕőńőęĺň ŕő čőàĺğőŋâăńĺ. Ůăáâĺæă áçĺâăěâáï ŋăåőďïéěľáï ć ïçěľłě, ěáńĺ őŋă őłăğăńăáì ňěęďã ŕěàěčőàőďłăňĺ ďăŋŋőľ ïçěľłĺ. Šăłĺň őąàăğőň, ćŋãâàĺ ďćãå ”ğăłàěŕńěŋŋëå” ćŋěèŋĺå ŕěàěčőàőďőł ŋăåőďïâáï r çăáâĺæ ĺ (n − 1) ŕěàěčőàőďőł. Ŋőćëě àăğňěéěŋĺï ňë ąãďěň ŕőńãçăâì âőńìłő ć âőň áńãçăě, łőčďă ąãďěň ňěŋïâì ňěáâăňĺ çăáâĺæã ĺ ŕěàěčőàőďłã. Łőńĺçěáâćő âăłĺå àăğńĺçĺňëå àăğňěéěŋĺľ áőćŕăďăěâ á çĺáńőň áőçěâăŋĺľ C^r_{n+r−1}. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ěáńĺ ňěáâă, ğăŋĺňăěňëě çăáâĺæăňĺ ĺ ŕěàěčőàőďłăňĺ ňëáńěŋŋő ğăŋãňěàőćăâì, âő çĺáńő àăğńĺçĺňëå àăğňěéěŋĺľ - íâő ŋěãŕőàïďőçěŋŋëľ ćëąőà r ňěáâ ďńï çăáâĺæ ĺğ áőćőłãŕŋőáâĺ (n + r − 1) ŋőňěàőć. Ć ĺâőčě, ŋăåőďĺň ćěàőïâŋőáâì ĺŋâěàěáãîéěčő ŋăá áőąëâĺï: P = 1 C^r_{n+r−1} . Ğăňěâĺň, çâő ğďěáì ćěàőïâŋőáâì ãęě ŋě ğăćĺáĺâ őâ çĺáěń ğăŕőńŋěŋĺï r1, r2, . . . , rn. Ć äĺğĺłě áâăâĺáâĺłě Ąőğě-İľŋèâěľŋă ŕőďçĺŋïîâáï äőâőŋë, ăâőňŋëě ïďàă ĺ ăâőňë, áőďěàęăéĺě çěâŋőě çĺáńő íńěňěŋâăàŋëå çăáâĺæ.

Ďàãčăï áâăâĺáâĺłă - áâăâĺáâĺłă Ťěàňĺ-Ďĺàăłă őáŋőćăŋă ŋă áńěďãîéĺå ďćãå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå őâŋőáĺâěńìŋő ŕàĺŋæĺŕĺăńìŋő ŋěàăğńĺçĺňëå çăáâĺæ: 1) ć őďŋőľ ïçěľłě ŋě ňőčãâ ŋăåőďĺâìáï ďćě ĺ ąőńěě çăáâĺæ; 2) ćáě àăğńĺçĺňëě àăğňěéěŋĺï, ãďőćńěâćőàïîéĺě ŕěàćőňã ãáńőćĺî, àăćŋőćőğňőęŋë. Ć íâőľ áâăâĺáâĺłě çĺáńă ğăŕőńŋěŋĺï ri = 0, 1, ŕàĺçěň őąéěě çĺáńő àăğňěéăěňëå çăáâĺæ r ≤ n. Łőńĺçěáâćő ąńăčőŕàĺïâáâćãîéĺå ĺáåőďőć ğďěáì âăłęě àăćŋő 1, ă ŕőńŋőě łőńĺçěáâćő àăğńĺçĺňëå àăğňěéěŋĺľ C^r_n - çĺáńã ćëąőàőł ąěğ ćőğćàăéěŋĺï, àăğńĺçăîéĺåáï áőáâăćőň ŋőňěàőć ïçěěł, ć łőâőàëě ŕőŕăńĺ çăáâĺæë. Őâáîďă, P = 1 C^r_n . Ć äĺğĺłě áâăâĺáâĺłőľ Ťěàňĺ-Ďĺàăłă őŕĺáëćăîâáï íńěłâàőŋë ĺ ŋãłńőŋë.

Ć łńăááĺçěáłĺå ğăďăçăå á ŋěàăğńĺçĺňőáâìî ňë áâăńłĺćăěňáï âőčďă, łőčďă ĺŋâěàěáãěňáï çĺáńőň áőąëâĺľ, ă ŋě ĺňĺ áăňĺňĺ. Ŋăŕàĺňěà, ŕàĺ ąàőáăŋĺĺ ŋěáłőńìłĺå ĺčàăńìŋëå łőáâěľ őąëçŋő ĺŋâěàěáãîâáï őąéĺň çĺáńőň ćëŕăćèĺå őçłőć, çĺáńőň ěďĺŋĺæ, ďćőěł ĺ â.ď. Ąàőáăŋĺě ďćãå ňőŋěâ íłćĺćăńěŋâŋő àăğňěéěŋĺî ďćãå ”çăáâĺæ” ŕő ďćãň ”ïçěľłăň” (čěàą, àěèěâłă). Ďńï àăğńĺçĺňëå ňőŋěâ ćěàőïâŋőáâì ćëŕăďěŋĺï ďćãå čěàąőć àăćŋă 1/4, ďńï ŋěàăğńĺçĺňëå - 1/3.

7.Čěőňěâàĺçěáłăï áåěňă őŕàěďěńěŋĺï ćěàőïâŋőáâĺ.

Łńăááĺçěáłãî áåěňã őŕàěďěńěŋĺï ćěàőïâŋőáâĺ ŋěńìğï ŕàĺňěŋïâì ć áĺâãăæĺĺ, łőčďă çĺáńő àăćŋőŕàăćŋëå ĺáåőďőć ąěáłőŋěçŋő ćěńĺłő. Ğďěáì ŕàĺňěŋïěâáï ďàãčăï áåěňă

- čěőňěâàĺçěáłăï. Śňëáń ěě âăłőć. Ŕãáâì ŕàőáâàăŋáâćő íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ Ω,

áőáâőïéěě ĺğ ąěáłőŋěçŋőčő çĺáńă âőçěł - ĺáåőďőć, ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ őčàăŋĺçěŋŋőě ĺğňěàĺňőě ňŋőęěáâćő ć ŋěłőâőàőň ěćłńĺďőćőň ŕàőáâàăŋáâćě ℜ^m. Ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő Ω ĺňěěâ őąêěň mes (Ω). Ńîąőě áőąëâĺě A áőáâőĺâ ĺğ ąńăčőŕàĺïâáâćãîéĺå ěňã ĺáåőďőć ω, â.ě. ïćńïěâáï ŕőďňŋőęěáâćőň Ω : A ⊂ Ω. Ğă ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï A ŕàĺŋĺňăîâ őâŋőèěŋĺě:

P (A) = mes (A) mes (Ω) . Ć čěőňěâàĺçěáłőľ áåěňě ĺáçĺáńěŋĺï ćěàőïâŋőáâěľ ćëąőà ňőďěńĺ, ŕőďåőďïéěľ ďńï őŕĺáăŋĺï àěăńìŋőčő ïćńěŋĺï, ňěŋěě őçěćĺďěŋ. Ć àăğŋëå ňőďěńïå ďńï őďŋőčő ĺ âőčő ęě áőąëâĺï ňőęŋő ŕőńãçĺâì àăğńĺçŋëě ćěàőïâŋőáâĺ. Ŋă ćëąőàě àăğŋëå ňăâěňăâĺçěáłĺå ňőďěńěľ őáŋőćăŋ ĺğćěáâŋëľ ŕăàăďőłá Ąěàâàăŋă.

Ğăďăçă Ąěàâàăŋă äőàňãńĺàãěâáï âăł: ć łàãčě àăďĺãáă R áńãçăľŋő ŕàőćőďĺâáï åőàďă. Łăłőćă ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ďńĺŋă åőàďë őłăęěâáï ąőńìèě àăďĺãáă őłàãęŋőáâĺ ? Ć íâőľ ğăďăçě ĺáłőňăï ćěàőïâŋőáâì ğăćĺáĺâ őâ ĺŋâěàŕàěâăæĺĺ áńőć ”áńãçăľŋő ŕàőćőďĺâáï”, ŕőíâőňã ěě ğŋăçěŋĺï ňőčãâ ąëâì àăğńĺçŋëňĺ. Ć íâőň, áőąáâćěŋŋő, ĺ áőáâőĺâ ŕăàăďőłá. Ňë ŋě ąãďěň ğďěáì őąáãęďăâì ŕăàăďőłá Ąěàâàăŋă, ă àăááňőâàĺň ĺáâőàĺçěáłĺ őďŋã ĺğ ŕěàćëå ğăďăç ŋă čěőňěâàĺçěáłãî áåěňã.

Ŕàĺňěà. Ğăďăçă Ąîääőŋă.

Šőŋłăï ĺčńă ďńĺŋë 2l ąàőáăěâáï ŋăãďăçã ŋă ŕńőáłőáâì, àăáçěàçěŋŋãî čőàĺğőŋâăńìŋëňĺ ŕàïňëňĺ, őâáâőïéĺňĺ ŋă àăááâőïŋĺě 2a ďàãč őâ ďàãčă (l < a). Ŋăľâĺ ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ĺčńă ŕěàěáěçěâ łăłãî-ńĺąő ĺğ ńĺŋĺľ.

Ććěďěň ďćă ŕăàăňěâàă, åăàăłâěàĺğãîéĺě ŕőńőęěŋĺě ĺčńë ŋă ŕńőáłőáâĺ. Ğă x őąőğŋăçĺň àăááâőïŋĺě őâ æěŋâàă ĺčńë ďő ąńĺęăľèěľ ŕàïňőľ, ă ğă φ - ãčőń, áőáâăćńïěňëľ ĺčńőľ á ŋăŕàăćńěŋĺěň čőàĺğőŋâăńìŋëå ńĺŋĺľ. Śőćěàèěŋŋő ïáŋő, çâő ŕàőáâàăŋáâćő íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ Ω áőďěàęĺâ ąěáçĺáńěŋŋőě ňŋőęěáâćő ĺáåőďőć, ğăďăćăěňëå ŕăàőľ çĺáěń (x, φ), ĺ ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŕàïňőãčőńìŋĺł ŋă ŕńőáłőáâĺ ŕăàăňěâàőć x, φ: Ω = {(x, φ) : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ φ ≤ π}. Ĺŋâěàěáãîéěňã ŋăá áőąëâĺî A ąńăčőŕàĺïâáâćãîâ ĺáåőďë, őąàăğãîéĺě âőçěçŋőě ňŋőęěáâćő, ńěęăéěě ćŋãâàĺ Ω:

A = {(x, φ) : 0 ≤ x ≤ l sin φ, 0 ≤ φ ≤ π}. Śőčńăáŋő čěőňěâàĺçěáłőľ áåěňě, ćěàőïâŋőáâì

áőąëâĺï A ďőńęŋă ćëçĺáńïâìáï łăł őâŋőèěŋĺě ŕńőéăďěľ âőçěçŋëå ňŋőęěáâć:

P (A) = S (A) S (Ω) = 1 πa π∫ 0 l sin φdφ = l πa (− cos φ) |^π_0 = 2l πa . Ś ŕőńãçěŋŋëň àěğãńìâăâőň áćïğăŋ ďőćőńìŋő ĺŋâěàěáŋëľ ŕàĺěň ŕàőćěàłĺ ăďěłćăâŋőáâĺ ňăâěňăâĺçěáłőľ ňőďěńĺ. Ŕő áâăâĺáâĺçěáłőňã őŕàěďěńěŋĺî ćěàőïâŋőáâì ŕěàěáěçěŋĺï łăłőľ-ńĺąő ĺğ ńĺŋĺľ ňőęŋő íłáŕěàĺňěŋâăńìŋő őæěŋĺâì ŕő őâŋőáĺâěńìŋőľ çăáâőâě áőąëâĺï_{P (A) ≈ m} n , čďě n - çĺáńő ąàőáăŋĺľ ĺčńë, m - çĺáńő ĺáŕëâăŋĺľ, ć łőâőàëå ŕàőĺğőèńő ŕěàěáěçěŋĺě. Ŕőíâőňã,_m n ≈ 2l πa , őâłãďă π ≈ 2 · l a · n m . Ŋă áàăćŋěŋĺĺ ŕàăćőľ çăáâĺ á çĺáńőň π ĺ őáŋőćăŋ íłáŕěàĺňěŋâăńìŋëľ ŕàĺěň ŕàăćĺńìŋőáâĺ àěğãńìâăâă àăáçěâőć.

Ć 1850 č. Ćőńìä ŕàőĺğćěń 5000 ąàőáăŋĺľ ĺčńë, ŕőńãçĺń 2532 ŕěàěáěçěŋĺľ, çâő ŕàĺ őâŋőèěŋĺĺ l/a = 0.8 ďăńő ğŋăçěŋĺě 3.1596. Ć 1925 č. Řěľŋă ŕőćâőàĺń őŕëâ:

n = 2520, m = 859, l/a = 0.5419 ĺ ŕőńãçĺń 3.1795.

8.Ăńčěąàă áőąëâĺľ.

Śńãçăľŋëě áőąëâĺï ąãďěň ďăńěě őąőğŋăçăâì ğăčńăćŋëňĺ ąãłćăňĺ ńăâĺŋáłőčő ăńäăćĺâă A, B, C, D, . . .. Ććěďěň ďěľáâćĺï ŋăď áőąëâĺïňĺ.

1.Śãňňőľ áőąëâĺľ A ĺ B ąãďěň ŋăğëćăâì ŋőćőě áőąëâĺě, őąőğŋăçăěňőě áĺňćőńőň A ∪ B (A + B) ĺ áőáâőïéěě ć âőň, çâő ŕàőĺáåőďĺâ åőâï ąë őďŋő ĺğ áőąëâĺľ A ĺ

B. İâã őŕěàăæĺî, łăł ĺ ćáě ŕőáńěďãîéĺě, ãďőąŋő ŕőïáŋĺâì á ŕőňőéìî ďĺăčàăňň

İľńěàă-Ćěŋŋă. Ďőŕãáâĺň, çâő áőąëâĺě A - ŕőŕăďăŋĺě âőçłĺ ć łàãč A ŋă ŕńőáłőáâĺ,

ă áőąëâĺě B - ŕőŕăďăŋĺě âőçłĺ ć ďàãčőľ łàãč B, ŕěàěáěłăîéĺľáï á łàãčőň A. Šőčďă áőąëâĺě A ∪ B ğăłńîçăěâáï ć ŕőŕăďăŋĺĺ âőçłĺ ć őąńăáâì ŕńőáłőáâĺ, őčàăŋĺçěŋŋãî łàãčăňĺ A ĺ B.

2.Ŕàőĺğćěďěŋĺěň áőąëâĺľ A ĺ B ŋăğőćěň ŋőćőě áőąëâĺě AB (A ∩ B), áőáâőïéěě ć

âőň, çâő ŕàőĺáåőďĺâ ĺ áőąëâĺě A ĺ áőąëâĺě B.

3.Řăğŋőáâìî áőąëâĺľ A ĺ B ŋăğëćăîâ ŋőćőě áőąëâĺě A\B, áőáâőïéěě ć âőň, çâő

áőąëâĺě A ŕàőĺáåőďĺâ, ă áőąëâĺě B ŋě ŕàőĺáåőďĺâ.

4.Śĺňňěâàĺçěáłőľ àăğŋőáâìî áőąëâĺľ A ĺ B ŋăğëćăîâ áőąëâĺě A⊕B = (A\B)∪ (B\A). Ğďěáì A ĺ B ćåőďïâ áĺňňěâàĺçŋő - őâáîďă ĺ ŋăğćăŋĺě ďěľáâćĺï.

Ć âěőàĺĺ ććőďïâ ěéě ďćă ćáŕőňőčăâěńìŋëå áőąëâĺï. Śőąëâĺě, łőâőàőě ćáěčďă ŕàőĺáåőďĺâ, â.ě. łőâőàőňã ąńăčőŕàĺïâáâćãîâ ćáě ňëáńĺňëě ĺáåőďë őŕëâă, ŋăğëćăîâ

ďőáâőćěàŋëň. §áŋő, çâő ŕàőáâàăŋáâćő íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ Ω ĺ ěáâì ďőáâőćěàŋőě

áőąëâĺě. Śőąëâĺě, łőâőàőě ŋĺłőčďă ŋě ŕàőĺáåőďĺâ, â.ě. łőâőàőňã ŋě ąńăčőŕàĺïâáâćãěâ ŋĺ őďĺŋ ĺğ ĺáåőďőć ω, ŋăğëćăîâ ŋěćőğňőęŋëň. Ěčő őąőğŋăçăîâ áĺňćőńőň ŕãáâőčő ňŋőęěáâćă ∅.

Śőąëâĺï A ĺ B ŋěáőćňěáâŋë, ěáńĺ AB = ∅. Ŕőáłőńìłã ćáě ňëáńĺňëě ĺáåőďë őŕëâă ïćńïîâáï ćğăĺňőĺáłńîçăîéĺňĺ (ŋěáőćňěáâŋëňĺ) áőąëâĺïňĺ, âő ωiωj = ∅

(i ≠ j). Šěŕěàì ňë ňőęěň ğăŕĺáăâì ŋă ňăâěňăâĺçěáłőň ïğëłě ąńăčőŕàĺïâáâćőćăŋĺě

ĺáåőďőć ωi_1 , ωi_2 . . . , ωi_k áőąëâĺî A: A = ω_{i1} ∪ ω_{i2} ∪ · · · ∪ ω_{ik} . Śőąëâĺěň, ŕàőâĺćőŕőńőęŋëň áőąëâĺî A, ŋăğëćăîâ áőąëâĺě A, áőáâőïéěě ć âőň, çâő A ŋě ŕàőĺáåőďĺâ. §áŋő, çâő A = Ω\A. Śőőâŋőèěŋĺě A ⊂ B ŋăğëćăîâ ŕàĺçĺŋŋő-

áńěďáâćěŋŋőľ áćïğìî áőąëâĺľ. Őŋő őğŋăçăěâ, çâő ŕàĺ ŋăáâãŕńěŋĺĺ áőąëâĺï A ŋă-

áâãŕăěâ ĺ áőąëâĺě B. Śőąëâĺě A ŋăğëćăîâ ŕàĺçĺŋőľ, ă áőąëâĺě B - áńěďáâćĺěň. §áŋő, çâő ĺáåőďë őŕëâă, ąńăčőŕàĺïâáâćãîéĺě áőąëâĺî A, ąńăčőŕàĺïâáâćãîâ őďŋőćàěňěŋŋő ĺ áőąëâĺî B. Ŋă ïğëłě ďĺăčàăňň İľńěàă-Ćěŋŋă íâő őğŋăçăěâ, çâő łàãč A ŋăåőďĺâáï ćŋãâàĺ łàãčă B. Ŕőíâőňã âőçłă, ŕőŕăćèăï ć łàãč A, őďŋőćàěňěŋŋő ŕőŕăďăěâ ĺ ć łàãč B.

Ďńï ďěľáâćĺľ ŋăď áőąëâĺïňĺ áŕàăćěďńĺćë äőàňãńë âěőàĺĺ ňŋőęěáâć:

A ∪ B = B ∪ A, AB = BA - łőňňãâăâĺćŋőáâì,

(A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) , (AB) C = A (BC) - ăááőæĺăâĺćŋőáâì,

(A ∪ B) C = (AC) ∪ (BC) , (AB) ∪ C = (A ∪ C) (B ∪ C) - ďĺáâàĺąãâĺćŋőáâì,

A ∪ B = AB, AB = A ∪ B - ŕàĺŋæĺŕ ďćőľáâćěŋŋőáâĺ.

Śŕàăćěďńĺćë âăłęě áńěďãîéĺě ŕàőáâëě äőàňãńë: A ∪ A = A, AA = A, AA = ∅, Ā = A, A\A = ∅, A ∪ A = Ω. Őŕàěďěńěŋĺě. Śĺáâěňă ŕőďňŋőęěáâć ℑ ŕàőáâàăŋáâćă íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ Ω ŋăğëćăěâáï ăńčěąàőľ, ěáńĺ:

1) Ω ∈ ℑ; 2) ďńï ∀A, B ∈ ℑ : A ∪ B ∈ ℑ, AB ∈ ℑ; 3) ďńï ∀A ∈ ℑ : A ∈ ℑ.

Šăłĺň őąàăğőň, ăńčěąàă áőąëâĺľ ℑ - íâő łńăáá ŕőňŋőęěáâć Ω, ğăňłŋãâëľ őâŋőáĺâěńìŋő łőŋěçŋőčő çĺáńă őŕěàăæĺľ áńőęěŋĺï, ãňŋőęěŋĺï ĺ ďőŕőńŋěŋĺï. Řěğãńìâăâ őŕěàăæĺĺ ćëçĺâăŋĺï âăłęě ŕőŕăďăěâ ć ℑ, ŕőáłőńìłã A\B = AB ∈ ℑ.

Nota bene. Ğăňěâĺň, çâő ć ŕ.2 ďőáâăâőçŋő ŕőâàěąőćăâì ćëŕőńŋěŋĺï őďŋőčő ĺğ ďćãå

ãáńőćĺľ. Ć áăňőň ďěńě, ć áĺńã ŕàĺŋæĺŕă ďćőľáâćěŋŋőáâĺ: AB =^¯A ∪^¯B.

Ŕàĺňěàë.

1.Ŋăĺňěŋìèěľ áĺáâěňőľ ŕőďňŋőęěáâć, ïćńïîéěľáï ăńčěąàőľ, áńãęĺâ ℑ = {Ω, ∅}. Ďěľáâćĺâěńìŋő,_{Ω ∪ ∅ = Ω, Ω · ∅ = ∅, Ω̄ = ∅.}

2.Ŕőáâàőĺň ăńčěąàã áőąëâĺľ ć íłáŕěàĺňěŋâě á őďŋőłàăâŋëň ŕőďąàăáëćăŋĺěň áĺňňěâàĺçŋőľ ňőŋěâë. Ğďěáì, łăł ĺğćěáâŋő, ŕàőáâàăŋáâćő íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ áőáâőĺâ ćáěčő ĺğ ďćãå ĺáåőďőć: Ω = {ωg, ωr}. Ŕàőĺğćěďěň ďěľáâćĺï ŋăď ωg ĺ ωr:

ω_g ∪ ω_r = Ω, ω_gω_r = ∅, ω_g = ω_r.

Őâáîďă ćĺďŋő, çâő ěáńĺ ŕőáâàőĺâì áĺáâěňã ŕőďňŋőęěáâć Ω, ćłńîçĺć âãďă Ω ĺ ∅, âő ŕőńãçĺň ăńčěąàã. Šăłĺň őąàăğőň, ğďěáì ć ăńčěąàã ćåőďĺâ 4 áőąëâĺï: ℑ = {ω_g, ω_r, Ω, ∅}. 3.Ěáńĺ ŕàőáâàăŋáâćő íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ Ω = {ω1, . . . , ωn} - łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő, âő áĺáâěňă ćáěå ěčő ŕőďňŋőęěáâć ℑ ąãďěâ âăłęě łőŋěçŋëň ňŋőęěáâćőň. Ğďěáì ňőęŋő ćëŕĺáăâì ćáě áőąëâĺï ăńčěąàë ℑ ĺ áőáçĺâăâì ĺå łőńĺçěáâćő. Ć ăńčěąàã áńěďãěâ ćłńîçĺâì ŋěćőğňőęŋőě áőąëâĺě ∅, ćáě íńěňěŋâăàŋëě áőąëâĺï ω1, . . . , ωn, áőáâăćŋëě áőąëâĺï, áőáâőïéĺě ĺğ ćáěćőğňőęŋëå ŕăà ćğăĺňőĺáłńîçăîéĺå ĺáåőďőć {ωi, ωj}, ğăâěň - ĺğ ćáěćőğňőęŋëå âàőěł ĺáåőďőć {ωi, ωj, ωk} ĺ â.ď. ćŕńőâì ďő áőąëâĺï, áőďěàęăéěčő ćáě ĺáåőďë, - ďőáâőćěàŋőčő Ω = {ω1, . . . , ωn}. Ŕőíâőňã, çĺáńő áőąëâĺľ M, ćåőďïéĺå ć ăńčěąàã, àăćŋő

M = 1 + n + C^2_n + C^3_n + . . . + 1 =

= C^0_n + C^1_n + C^2_n + C^3_n + . . . + C^n_n = n∑ k=0 C^k_n = (1 + 1)^n = 2^n.

4.Śńőęŋěě őąáâőĺâ ďěńő, łőčďă ŕàőáâàăŋáâćő íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ áőáâőĺâ ĺğ ŋěáçěâŋőčő łőńĺçěáâćă ĺáåőďőć. Ďőŕãáâĺň, çâő ŕàőáâàăŋáâćőň Ω ïćńïěâáï ěďĺŋĺçŋëľ łćăďàăâ ŋă ŕńőáłőáâĺ: Ω = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}. İâő ňŋőęěáâćő łćăďàĺàãěňő, â.ě. ĺňěěâ ŕńőéăďì. Őďŋăłő, áãéěáâćãîâ ŕőďňŋőęěáâćă Ω, łőâőàëě ŋě ïćńïîâáï łćăďàĺàãěňëňĺ äĺčãàăňĺ. Ć âő ęě ćàěňï, ĺğ ňăâěňăâĺçěáłőčő ăŋăńĺğă ĺğćěáâŋő, çâő őŕěàăæĺĺ őąêěďĺŋěŋĺï, ŕěàěáěçěŋĺï ĺ ďőŕőńŋěŋĺï ďő Ω łćăďàĺàãěňëå äĺčãà ďăîâ áŋőćă łćăďàĺàãěňëě äĺčãàë. Ŕőíâőňã áĺáâěňă łćăďàĺàãěňëå ŕőďňŋőęěáâć łćăďàăâă Ω őąàăğãěâ ăńčěąàã ℑ.

Ć áńãçăě ŕàőáâàăŋáâćă Ω áő áçěâŋëň, ńĺąő ŋěáçěâŋëň łőńĺçěáâćőň ĺáåőďőć ω ŕőŋïâĺï áãňňë ĺ ŕàőĺğćěďěŋĺï ŕěàěŋőáïâáï ŋă ąěáłőŋěçŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ áő- ąëâĺľ {An}:_{∞⋃} n=1 A_n ĺ ∞⋂ n=1 A_n. Ŕàĺ íâőň ććěďěŋŋőě ŕőŋïâĺě ăńčěąàë áőąëâĺľ âàěąãěâ őąőąéěŋĺï.

Őŕàěďěńěŋĺě. Śĺáâěňă ŕőďňŋőęěáâć^~f ňŋőęěáâćă Ω ŋăğëćăěâáï áĺčňă-ăńčěąàőľ, ěáńĺ:_{1) Ω ∈ ~} f; 2) ďńï ∀ {An} ∈^~f :^{∞⋃}_{n=1} An ∈^~f,^{∞⋂}_{n=1} An ∈^~f;

3) ďńï ∀An ∈^~f : An ∈^~f.

Šăłĺň őąàăğőň, áĺčňă-ăńčěąàă - íâő łńăáá ŕőňŋőęěáâć Ω, ğăňłŋãâëľ őâŋőáĺâěńìŋő áçěâŋőčő çĺáńă őŕěàăæĺľ áńőęěŋĺï ĺ ŕàőĺğćěďěŋĺï. Ěáńĺ ğăďăŋő ňŋőęěáâćő Ω ĺ łăłăï-ŋĺąãďì ăńčěąàă ℑ ĺńĺ áĺčňă-ăńčěąàă^~f ěčő ŕőďňŋőęěáâć, âő čőćőàïâ, çâő ğăďăŋő ĺğňěàĺňőě ŕàőáâàăŋáâćő^⟨Ω,^~f^⟩. Śĺčňă-ăńčěąàă ćëďěńïěâ łńăáá áőąëâĺľ, ă

ňŋőęěáâćă, ŋě ćåőďïéĺě ć^~f, áőąëâĺïňĺ ŋě ïćńïîâáï.

Řăááňőâàĺň ćáě áĺčňă-ăńčěąàë, áőďěàęăéĺě ĺŋâěàćăńë ŋă çĺáńőćőľ őáĺ. Ńěčłő ćĺďěâì, çâő ŕěàěáěçěŋĺě ćáěå âăłĺå áĺčňă-ăńčěąà áŋőćă őąàăğãěâ áĺčňă-ăńčěąàã. İâő ěáâì ňĺŋĺňăńìŋăï áĺčňă-ăńčěąàă, áőďěàęăéăï ĺŋâěàćăńë. Ěě ŋăğëćăîâ ąőàěńěćáłőľ.

Őŕàěďěńěŋĺě.

Ŋăğőćěň áĺčňă-ăńčěąàã^~f^∗ ňĺŋĺňăńìŋőľ áĺčňă-ăńčěąàőľ, ŕőàőęďěŋŋőľ^~f, ěáńĺ ńîąăï ďàãčăï áĺčňă-ăńčěąàă, áőďěàęăéăï ňŋőęěáâćă ĺğ^~f, áőďěàęĺâ âăłęě ćáě ňŋőęěáâćă ĺğ^~f^∗.

Ąőàěńěćáłãî áĺčňă-ăńčěąàã ňőęŋő ŕàěďáâăćńïâì áěąě łăł áőćőłãŕŋőáâì ňŋőęěáâć, ŕőńãçěŋŋëå ĺğ ĺŋâěàćăńőć á ŕőňőéìî áçěâŋőčő çĺáńă őŕěàăæĺľ őąêěďĺŋěŋĺï, ŕěàěáěçěŋĺï ĺ ćğïâĺï ďőŕőńŋěŋĺľ. İâő ćěáìňă ąőčăâëľ łńăáá ňŋőęěáâć, ğăćěďőňő ďőáâăâőçŋëľ ďńï ŕàăłâĺçěáłĺå æěńěľ.

9.Ăłáĺőňăâĺłă âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ.

Ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő.

Šěŕěàì ňë ćŕńőâŋãî ŕőďőèńĺ ł âőňã, çâőąë ďăâì áâàőčőě ăłáĺőňăâĺçěáłőě őŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâĺ, łőâőàőě ąë áőåàăŋïńő ćáě őáŋőćŋëě áćőľáâćă őâŋőáĺâěńìŋőľ çăáâőâë áőąëâĺï. Šăłãî ğăďăçã àěèĺń ć ŢŢ ćěłě àãááłĺľ ňăâěňăâĺł Ă.Ŋ.Łőńňőčőàőć.

Ćěàőïâŋőáâìî P ŋă ĺğňěàĺňőň ŕàőáâàăŋáâćě ⟨Ω, ℑ⟩ ŋăğëćăěâáï çĺáńőćăï äãŋłæĺï, őŕàěďěńěŋŋăï ŋă ňŋőęěáâćăå ĺğ ăńčěąàë áőąëâĺľ ℑ ĺ őąńăďăîéăï áńěďãîéĺňĺ áćőľáâćăňĺ:

A1. Ďńï ∀A ∈ ℑ : P (A) ≥ 0.

A2. P (Ω) = 1.

A3. Ăłáĺőňă łőŋěçŋőľ ăďďĺâĺćŋőáâĺ.

Ďńï ∀A, B ∈ ℑ, âăłĺå, çâő AB = ∅ P (AB) = P (A) + P (B) . Ďńï àěèěŋĺï ğăďăç, áćïğăŋŋëå á ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâïňĺ áőąëâĺľ, ŕàĺćěďěŋŋëě âàĺ ăłáĺőňë ďőŕőńŋïîâ ăłáĺőňőľ ŋěŕàěàëćŋőáâĺ, ğăňěŋïï ăńčěąàã ℑ ŋă áĺčňăăńčěąàã^~f.

A4. Ďńï ńîąőľ ãąëćăîéěľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ áőąëâĺľ {An} ∈^~f :

A_1 ⊃ A_2 ⊃ A_3 ⊃ · · · ⊃ A_n ⊃ · · ·

âăłőľ, çâő_{∞⋂} n=1 A_n = ∅, ĺňěěâ ňěáâő àăćěŋáâćő_{lim} n→∞ P (A_n) = 0.

Ŕàĺćěďěŋŋăï áĺáâěňă ăłáĺőň ïćńïěâáï ŋěŕőńŋőľ ĺ ŋěŕàőâĺćőàěçĺćőľ. Ć ŋăáâőïéěě ćàěňï ďăŋŋăï ăłáĺőňăâĺłă őąéěŕàĺŋïâă.

Ŕőïáŋĺň őąőáŋőćăŋŋőáâì áäőàňãńĺàőćăŋŋëå ăłáĺőň á âőçłĺ ğàěŋĺï őâŋőáĺâěńìŋőľ çăáâőâë áőąëâĺï. Ăłáĺőňă A1 ŕőŋïâŋă, ŕőáłőńìłã őâŋőáĺâěńìŋăï çăáâőâă áőąëâĺï A âăłęě ŋěőâàĺæăâěńìŋă: νn (A) ≥ 0.

Ěáńĺ áőąëâĺě ďőáâőćěàŋőě, âő őŋő ŕàőĺáåőďĺâ ć łăęďőň ĺáŕëâăŋĺĺ. Ğŋăçĺâ,

ν_n (Ω) = n/n = 1, çâő áőčńăáãěâáï á ăłáĺőňőľ A2.

Ďńï ŕőïáŋěŋĺï áňëáńă âàěâìěľ ăłáĺőňë A3 àăááňőâàĺň ŕăàã áőąëâĺľ A ĺ B, łőâőàëě ćňěáâě ŕàőĺğőľâĺ ŋě ňőčãâ: AB = ∅. Ďőŕãáâĺň, çâő ć n ĺáŕëâăŋĺïå áőąëâĺě A ŕőïćĺńőáì m àăğ, ă áőąëâĺě B - k àăğ. Šőčďă ć áĺńã ŋěáőćňěáâŋőáâĺ A ĺ B áőąëâĺě

A ∪ B ŕőïćĺâáï m + k àăğ. Ć àěğãńìâăâě, ěčő őâŋőáĺâěńìŋăï çăáâőâă

ν_n (A ∪ B) = m + k n = m n + k n = ν_n (A) + ν_n (B) .

İâő àăćěŋáâćő ŕőłăğëćăěâ őąőáŋőćăŋŋőáâì ăłáĺőňë A3 ďńï ŋěáőćňěáâŋëå áőąëâĺľ.

Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, łńăááĺçěáłăï äőàňãńă ŕőďáçěâă ćěàőïâŋőáâĺ âăłęě ďőńęŋă ćëâěłăâì ĺğ áäőàňãńĺàőćăŋŋëå ăłáĺőň. Řăááňőâàĺň ŕàőáâàăŋáâćő íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ Ω á łőŋěçŋëň çĺáńőň ĺáåőďőć: Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}. Ŕãáâì ĺŋâěàěáãîéěňã ŋăá áőąëâĺî A ąńăčőŕàĺïâáâćãîâ łăłĺě-âő k ĺğ ŋĺå: A = {ωi_1 , ωi_2 , . . . , ωi_k }. Śőćěàèěŋŋő ïáŋő, çâő ăłáĺőňă A3 łőŋěçŋőľ ăďďĺâĺćŋőáâĺ áŕàăćěďńĺćă ďńï ńîąőčő łőŋěçŋőčő çĺáńă ŕőŕăàŋő ŋěáőćňěáâŋëå áőąëâĺľ. Ŕőáłőńìłã ĺáåőďë őŕàěďěńïîâáï łăł ćğăĺňőĺáłńîçăîéĺě áőąëâĺï: ωiωj = ∅ (i ≠ j), âő:

P (A) = P (ω_{i1} ∪ ω_{i2} ∪ . . . ∪ ω_{ik} ) = p_{i1} + p_{i2} + . . . + p_{ik} ,

čďě pm = P (ωm) - ćěàőïâŋőáâì ĺáåőďă ωm. Ăŋăńőčĺçŋő

P (Ω) = P (ω_1 ∪ ω_2 ∪ . . . ∪ ω_n) = n∑ i=1 p_i. Ć áĺńã ăłáĺőňë A2_{n∑} i=1 p_i = 1.

Ěáńĺ ŋěńìğï őâďăâì ŕàěďŕőçâěŋĺě ŋĺ őďŋőňã ĺğ ĺáåőďőć, âő áńěďãěâ áçĺâăâì ćáě ćěàőïâŋőáâĺ pi őďĺŋăłőćëňĺ: pi = p (i = 1, 2, . . . , n). İâő ďăěâ P (A) = k · p ĺ á ãçěâőň_{p · n = 1}

łńăááĺçěáłãî äőàňãńã

P (A) = k n . Ňőęěâ áőğďăâìáï őąňăŋçĺćőě ćŕěçăâńěŋĺě, çâő ďńï ćëçĺáńěŋĺï ćěàőïâŋőáâĺ ńîąőčő áőąëâĺï ďőáâăâőçŋő ğăďăâì ćěàőïâŋőáâĺ ĺáåőďőć. Őďŋăłő, íâő ŋě âăł, ŕőáłőńìłã ć čěőňěâàĺçěáłőľ áåěňě, ŋăŕàĺňěà, ćáě P (ω) = 0.

Śńěďãěâ ğăňěâĺâì, çâő ăłáĺőňã łőŋěçŋőľ ăďďĺâĺćŋőáâĺ A3 ĺ ăłáĺőňã ŋěŕàěàëćŋőáâĺ A4 ĺŋőčďă ğăňěŋïîâ íłćĺćăńěŋâŋőľ ĺň ăłáĺőňőľ áçěâŋőľ ăďďĺâĺćŋőáâĺ.

H3. Ăłáĺőňă áçěâŋőľ ăďďĺâĺćŋőáâĺ. Ďńï ńîąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ {A_n} ŕő-

ŕăàŋő ŋěáőćňěáâŋëå áőąëâĺľ AiAj = ∅ (i ≠ j) ; {An} ∈^~f P ( ∞⋃ n=1 A_n) = ∞∑ n=1 P (A_n) . Ďőłăęěň íłćĺćăńěŋâŋőáâì ăłáĺőň A3, A4 ăłáĺőňě H3.

Ďőłăğăâěńìáâćő:

=⇒ àăááňőâàĺň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {An} ŕőŕăàŋő ŋěáőćňěáâŋëå áőąëâĺľ

A_iA_j = ∅ (i ≠ j) ; {A_n} ∈ ~f ĺ ććěďěň őąőğŋăçěŋĺě

B_{n+1} = ∞⋃ k=n+1 A_k. Šőčďă,_{∞⋃} k=1 A_k = ( n⋃ k=1 A_k) ∪ B_{n+1}.

Ć áĺńã ăłáĺőňë łőŋěçŋőľ ăďďĺâĺćŋőáâĺ A3 ďńï (n + 1) ŕőŕăàŋő ŋěáőćňěáâŋëå áőąë- âĺľ A1, A2, . . . , An, Bn+1^(AkBn+1 = ∅, k = 1, n^) P ( ∞⋃ k=1 A_k) = P (( n⋃ k=1 A_k) ∪ B_{n+1}) = P ( n⋃ k=1 A_k) + P (B_{n+1}) = n∑ k=1 P (A_k) + P (B_{n+1}).

Ŋăľďěň ŕő őŕàěďěńěŋĺî áãňňã çĺáńőćőčő àïďă ∞∑ k=1 P (A_k) = lim_{n→∞} n∑ k=1 P (A_k) = lim_{n→∞} [ P ( ∞⋃ k=1 A_k) − P (B_{n+1}) ] =

= P ( ∞⋃ k=1 A_k) − lim_{n→∞} P (B_{n+1}).

Ŕőáłőńìłã, B1 = A1 ∪ B2, B2 = A2 ∪ B3, . . . , Bn = An ∪ Bn+1, . . ., âő {Bn} ∈^~f ïćńïěâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ãąëćăîéĺå áőąëâĺľ B_1 ⊃ B_2 ⊃ B_3 ⊃ · · · ⊃ B_n ⊃ · · · , ŕàĺçěň_{∞⋂} n=1 B_n = ∅. Šőčďă, ŕő ăłáĺőňě ŋěŕàěàëćŋőáâĺ A4

lim_{n→∞} P (B_n) = 0,

çâő ĺ ďőłăğëćăěâ áŕàăćěďńĺćőáâì H3.

⇐= Ŕàěęďě ćáěčő ğăňěâĺň, çâő ăłáĺőňă łőŋěçŋőľ ăďďĺâĺćŋőáâĺ A3 ćëâěłăěâ łăł çăáâŋëľ áńãçăľ ĺğ ăłáĺőňë áçěâŋőľ ăďďĺâĺćŋőáâĺ H3.

Ďăńěě àăááňőâàĺň ãąëćăîéãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áőąëâĺľ {An} ∈^~f A_1 ⊃ A_2 ⊃ A_3 ⊃ · · · ⊃ A_n ⊃ · · · , łőâőàëě ŕőŕăàŋő ŋěáőćňěáâŋë AiAj = ∅ (i ≠ j) ĺ ∞⋂ n=1 A_n = ∅. Ćőáŕőńìğãěňáï ďńï ŋăčńïďŋőáâĺ ďĺăčàăňňőľ İľńěàă-Ćěŋŋă. Ŋăàĺáãěň áěňěľáâćő łőŋæěŋâàĺçěáłĺå őłàãęŋőáâěľ ĺ ć łăçěáâćě áőąëâĺï A1 ąãďěň àăááňăâàĺćăâì ŕőŕăďăŋĺě âőçłĺ ć áăňëľ ąőńìèőľ łàãč, ć łăçěáâćě áőąëâĺï A2 - ŕőŕăďăŋĺě ć łàãč, áńěďãîéĺľ ğă ŋĺň, ĺ â.ď. Ŕőáâàőĺň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕőŕăàŋő ŋěáőćňěáâŋëå áőąëâĺľ {Cn} ∈^~f : C1 = A1^¯A2, C2 = A2^¯A3, . . . , Cn = An^¯An+1, . . ., čďě áőąëâĺï Cn - ŕőŕăďăŋĺě âőçłĺ ć łőŋæěŋâàĺçěáłĺě łőńìæă. Šőčďă,

A_1 = ∞⋃ k=1 C_k, ĺ ŕő ăłáĺőňě áçěâŋőľ ăďďĺâĺćŋőáâĺ H3

P (A_1) = P ( ∞⋃ k=1 C_k) = ∞∑ k=1 P (C_k) . Őâáîďă áńěďãěâ, çâő áãňňă çĺáńőćőčő àïďă ∞∑ k=1 P (C_k) < ∞, â.ě. àïď áåőďĺâáï. Ŕő ŋěőąåőďĺňőňã ĺ ďőáâăâőçŋőňã ŕàĺğŋăłã áåőďĺňőáâĺ çĺáńőćëå àïďőć n-ëľ őáâăâőł àïďă ∞∑ k=n+1 P (C_k) → 0 ŕàĺ n → ∞.

Őďŋăłő, ŕő ŕőáâàőěŋĺî

A_n = ∞⋃ k=n C_k. Ŕőíâőňã

P (A_n) = P ( ∞⋃ k=n C_k) = ∞∑ k=n P (C_k) .

Őâáîďă ĺ ćëâěłăěâ àăćěŋáâćő

lim_{n→∞} P (A_n) = 0. ∗

Šăłĺň őąàăğőň, ć łăçěáâćě ăłáĺőň âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł áĺáâěňã A1 − A4, âăł ĺ A1, A2, H3. Šàőľłă ⟨Ω, ℑ, P ⟩ ŋăğëćăěâáï ćěàőïâŋőáâŋëň

ŕàőáâàăŋáâćőň ć èĺàőłőň áňëáńě, ă âàőľłă ⟨ Ω, ~f, P ⟩ - ŕàőáâő ćěàőïâŋőáâŋëň

ŕàőáâàăŋáâćőň. Ć áőőâćěâáâćĺĺ á ăłáĺőňăňĺ A1, A2, H3 ğăďăŋĺě ćěàőïâŋőáâŋőčő

ŕàőáâàăŋáâćă - íâő ğăďăŋĺě áçěâŋő-ăďďĺâĺćŋőľ ŋěőâàĺæăâěńìŋőľ ňěàë ŋă ĺğňěàĺňőň ŕàőáâàăŋáâćě, âăłőľ, çâő ňěàă Ω àăćŋă 1. Őâňěâĺň, çâő ććěďěŋŋőě ŕőŋïâĺě ćěàőïâŋőáâĺ őąńăďăěâ ćáěňĺ áćőľáâćăňĺ ňěàë - ŕőŋïâĺï, ĺğãçăěňőčő ć ”Ťãŋłæĺőŋăńìŋőň ăŋăńĺğě”. Ăłáĺőňë âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ őŕĺáëćăîâ ńĺèì áăňëě őąéĺě âàěąőćăŋĺï, ŕàěďêïćńïěňëě ł ćěàőïâŋőáâĺ, ŋő ŋě ďăîâ àěæěŕâă ěě ćëçĺáńěŋĺï. Ŕőáâàőěŋĺě ćěàőïâŋőáâŋőčő ŕàőáâàăŋáâćă ïćńïěâáï őáŋőćŋëň íâăŕőň ć áőğďăŋĺĺ ňăâěňăâĺçěáłőľ ňőďěńĺ áńãçăľŋőčő ïćńěŋĺï.

Ŕàĺňěà.

Ŕãáâì őŕëâ ğăłńîçăěâáï ć áńãçăľŋőň ąàőáăŋĺĺ âőçłĺ ć ěďĺŋĺçŋëľ łćăďàăâ

[0, 1] × [0, 1]. Ŕőáâàőĺň ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő ğăďăçĺ. İńěňěŋâăàŋëľ ĺáåőď

őŕëâă ω áőáâőĺâ ć ćëąőàě âőçłĺ łćăďàăâă. Ŕőíâőňã ŕàőáâàăŋáâćő íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ Ω - íâő áăň łćăďàăâ [0, 1] × [0, 1]. Śĺčňă-ăńčěąàã^~f őąàăğãěň ĺğ łćăďàĺàãěňëå ŕőďňŋőęěáâć łćăďàăâă, ă ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï ŕőńőęĺň àăćŋőľ ŕńőéăďĺ áőőâćěâáâćãîéěčő ĺğňěàĺňőčő ňŋőęěáâćă. Ŕàĺ íâőň ćáě ăłáĺőňë A1, A2, H3 ąãďãâ ćëŕőńŋěŋë.

Řăááňőâàěŋŋëľ ŕàĺňěà áćĺďěâěńìáâćãěâ ő âőň, çâő ćëąőà ćěàőïâŋőáâŋőčő ŕàőáâàăŋáâćă ŋě ïćńïěâáï őďŋőğŋăçŋëň. Šàőľłã^⟨Ω,^~f, P^⟩ áâăàăîâáï ćëąàăâì ŋăĺąőńěě ŕőďåőďïéěľ ďńï àěèěŋĺï ŕőáâăćńěŋŋőľ ğăďăçĺ (ŋăŕàĺňěà, ŕőďąőàőň ňĺŋĺňăńìŋőľ áĺčňă-ăńčěąàë^~f^∗ ćňěáâő^~f).

Ŕãáâì âàőľłă ⟨Ω, ℑ, P ⟩ őąàăğãěâ ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő ć èĺàőłőň áňëáńě. Ś łăęďőľ ăńčěąàőľ ℑ áćïğăŋă áĺčňă-ăńčěąàă^~f = σ (ℑ), ŕőàőęďěŋŋăï ℑ. Ćőğŋĺłăěâ ćőŕàőá: ďőáâăâőçŋő ńĺ ďńï ŕőáâàőěŋĺï ćěàőïâŋőáâŋőčő ŕàőáâàăŋáâćă^⟨Ω,^~f, P^⟩ ğă-

ďăâì ćěàőïâŋőáâì P ńĺèì ŋă łăłőľ-ŋĺąãďì ăńčěąàě ℑ, ŕőàőęďăîéěľ^~f ? Őâćěâ ďăěâ âěőàěňă.

Šěőàěňă Łăàăâěőďőàĺ (ő ŕàőďőńęěŋĺĺ ňěàë).

Ŕãáâì ⟨Ω, ℑ, P ⟩ - ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő ć èĺàőłőň áňëáńě. Šőčďă áãéěáâćãěâ ĺ ŕàĺâőň ěďĺŋáâćěŋŋăï ćěàőïâŋőáâŋăï ňěàă P^∗, őŕàěďěńěŋŋăï ŋă^~f = σ (ℑ) ĺ âăłăï, çâő_{P ∗ (A) = P (A)} ďńï ∀A ∈ ℑ. Ąěğ ďőłăğăâěńìáâćă.

Śńěďáâćĺě. Łăęďőě ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő ć èĺàőłőň áňëáńě ⟨Ω, ℑ, P ⟩ ăćâőňăâĺçěáłĺ őŕàěďěńïěâ ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő^⟨Ω,^~f, P^⟩ á^~f = σ (ℑ).

10.Śćőľáâćă ćěàőïâŋőáâĺ, ćëâěłăîéĺě ĺğ ăłáĺőň.

1.Ďńï ∀A ∈ ℑ_{P (Ā) = 1 − P (A) .} Ďőłăğăâěńìáâćő: ğăŕĺèěň őçěćĺďŋëě àăćěŋáâćă A ∪ Ā = Ω, AĀ = ∅. Ć áőőâćěâáâćĺĺ á ăłáĺőňăňĺ A2 ĺ A3

1 = P (Ω) = P ( A ∪ Ā ) = P (A) + P (¯ A ) . ∗ Śńěďáâćĺě. Ćěàőïâŋőáâì ŋěćőğňőęŋőčő áőąëâĺï P (∅) = P (¯ Ω ) = 1 − P (Ω) = 0.

2.Ďńï ∀A ∈ ℑ_{0 ≤ P (A) ≤ 1.}

Ďőłăğăâěńìáâćő: áőčńăáŋő ăłáĺőňě A1 : P (A) ≥ 0, P^{(¯}A^) ≥ 0. Ĺğ ćâőàőčő ŋěàăćěŋáâćă ŋăåőďĺň: 1 − P (A) ≥ 0 =⇒ P (A) ≤ 1. ∗ 3.Ďńï ∀A, B ∈ ℑ âăłĺå, çâő A ⊂ B P (A) ≤ P (B) . Ćěàőïâŋőáâì ŕàĺçĺŋë ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ćěàőïâŋőáâĺ áńěďáâćĺï.

Ďőłăğăâěńìáâćő: ćőáŕőńìğãěňáï àăćěŋáâćőň B = A ∪ ĀB, ěáńĺ A ⊂ B. Śŕàăćěďńĺćőáâì íâőčő àăćěŋáâćă ćĺďŋă ĺğ ďĺăčàăňňë İľńěàă-Ćěŋŋă. Śőćěàèěŋŋő ïáŋő, çâő A ĺ^¯AB - ŋěáőćňěáâŋëě áőąëâĺï. Šőčďă ŕő ăłáĺőňě A3 P (B) = P ( A ∪ ĀB ) = P (A) + P (¯ AB ) . Őâáîďă_{P (B) − P (A) = P (ĀB) ≥ 0. ∗} 4.Ďńï ∀A, B ∈ ℑ P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (AB) . Ďőłăğăâěńìáâćő: ćőáŕőńìğãěňáï ďćãňï àăćěŋáâćăňĺ (áň.ďĺăčàăňňã İľńěàă- Ćěŋŋă)_{A ∪ B = A ∪ (B\A) ,} B = AB ∪ (B\A) . Ŕőáłőńìłã ć ŕàăćëå çăáâïå àăćěŋáâć áâőïâ ŋěáőćňěáâŋëě áőąëâĺï, âő ŕő ăłáĺőňě A3 P (A ∪ B) = P (A) + P (B\A) ,

P (B) = P (AB) + P (B\A) . Ĺáłńîçăï ĺğ íâĺå áőőâŋőèěŋĺľ ćěàőïâŋőáâì P (B\A), ŕàĺåőďĺň ł ďőłăğëćăěňőľ äőàňãńě. ∗

Śńěďáâćĺě. Ďńï ∀A, B ∈ ℑ P (A ∪ B) ≤ P (A) + P (B) . 11.Şáńőćŋăï ćěàőïâŋőáâì. Ŋěğăćĺáĺňőáâì áőąëâĺľ.

Ŋăçŋěň á ŕàĺňěàă. Řăááňőâàĺň ğăďăçã á őďŋőłàăâŋëň ŕőďąàăáëćăŋĺěň áĺňňěâàĺçŋőčő łãąĺłă. Ććěďěň áőąëâĺï: A - ćëŕăďěŋĺě ďćãå őçłőć, B - ćëŕăďěŋĺě çěâŋőčő çĺáńă őçłőć. Ćěàőïâŋőáâĺ łăęďőčő ĺğ íâĺå áőąëâĺľ ńěčłő àăááçĺâăâì ŕő łńăááĺçěáłőľ áåěňě:

P (A) = 1 6 , P (B) = 3 6 = 1 2 . Ğăďăďĺň áěąě áńěďãîéĺľ ćőŕàőá: łăł ĺğňěŋĺâáï ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï A, ěáńĺ áâăńő ĺğćěáâŋő, çâő ŕàőĺğőèńő áőąëâĺě B, â.ě. ćëŕăńő çěâŋőě çĺáńő őçłőć ? Ŕàĺňěŋĺň áŋőćă łńăááĺçěáłãî áåěňã. Ůĺáńő ćőğňőęŋëå ĺáåőďőć ãňěŋìèĺńőáì - ĺå áâăńő 3: ćëŕăďěŋĺě ďćőľłĺ, çěâćěàłĺ, èěáâěàłĺ. Ŕőíâőňã ĺáłőňăï ćěàőïâŋőáâì àăćŋă 1/3.

Ŕěàěľďěň ł őąéěľ łńăááĺçěáłőľ áåěňě. Ŕãáâì ŕàőáâàăŋáâćő Ω áőďěàęĺâ n àăćŋőćőğňőęŋëå íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ. Řăááňőâàĺň áőąëâĺï A ĺ B á m ĺ k ąńăčőŕàĺïâáâćãîéĺňĺ ĺáåőďăňĺ áőőâćěâáâćěŋŋő. Ŕő łńăááĺçěáłőľ áåěňě

P (A) = m n , P (B) = k n . Ŋăľďěň ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï A ŕàĺ ãáńőćĺĺ, çâő áőąëâĺě B ŕàőĺğőèńő. Ąãďěň őąőğŋăçăâì ěě ďăńěě łăł P (A | B). Šőčďă, ŕő łńăááĺçěáłőľ áåěňě ěě áńěďãěâ őŕàěďěńĺâì łăł_{P (A | B) = r} k , čďě r - çĺáńő íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ, ąńăčőŕàĺïâáâćãîéĺå ĺ A ĺ B őďŋőćàěňěŋŋő, â.ě. ąńăčőŕàĺïâáâćãîéĺå áőąëâĺî AB. Ŋő âőčďă P (A | B) = r k = r/n k/n = P (AB) P (B) . Ŕěàěľďěň âěŕěàì ł őąéěňã őŕàěďěńěŋĺî.

Őŕàěďěńěŋĺě.

Ŕãáâì ğăďăŋő ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő ⟨Ω, ℑ, P ⟩ ĺ áőąëâĺï A, B ∈ ℑ. Ěáńĺ

P (B) > 0, âő ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï A ŕàĺ ãáńőćĺĺ, çâő ŕàőĺğőèńő áőąëâĺě B, ŋăğë-

ćăěňăï ãáńőćŋőľ ćěàőïâŋőáâìî, ŕőńăčăěâáï àăćŋőľ P (A | B) = P (AB) P (B) .