
� �����������	 
���
 ������� ������������� �����

����� ���
������

����� Ψα(q) � ���	
�������
 ������
 �����

� α � ���
��
����� ����	���� �����
����������� ������
� �����



E = min
α

∫
Ψ∗

α(q)ĤΨα(q) dq .

���

����
 ��
��
������ ������
� �����

 ��������� �����
�

 ����
�� � ������
����
��� 
	� �
�� U(x) = γ|x|� 
�������
 ������ �����
 Ψ(x) ∼ exp(−αx2/2)!

���

����
 ��
��
������ ������
� �����

 ��������� �����
�

 ����
�� � ����	�����
��
	��������� ������
������ 
	� � ����������	
 ������	
"

U(x) =

{
0 ; 0 < x < a
∞ ; x < 0, x > a

,


�������
 ������� �����

 �
��"

#$ Ψ(x) ∼ x(x − a)%

&$ Ψ(x) ∼ sin2(πx/a)!

'����
�� ���������� � �����	 ��(��
�	!

���

)���
�� �����
 ��������� �����
�

 � ����	����� ������
������ 
	�! ���������
��� � 	����� ����	����� ������
������ 
	� ������ ��*������� ��
������ �����
�
�!
��������� +����������� �����������
�� ��� ,���������� ���������������� 	��(�
��� �������� �����

 a 	���� ����(� ,����������� ����������������� 	��(����
������
������ 
	� L -a � L$!

���

����
 ��
��
������ ������
� �����

 ��������� �����
�

 ����
�� � ������
����
��� 
	� �
�� U(x) = kx2/2 -���	��
����
� ���
��
���$� 
�������
 ������� �����
�

 �
��"

#$ Ψa(x) ∼ [1 + x2/a2]
−1
%

&$ Ψa(x) ∼ [1 + x2/a2]
−2
!

'����
�� ��������� � �����	 ��(��
�	!

#



���

.�
 ���	����� ������
������ 
	� �������� ����
��"

U(ρ) =

{
0 ; ρ < a
−U0 ; ρ > a

,

����
�� �����
 ��������� �����
�

 
�������
 ������� �����

 �
��

#$

Ψ(ρ) ∼
{

ρ − a ; ρ < a
0 ; ρ > a

;

&$

Ψ(ρ) ∼
{

cos(πρ/(2a)) ; ρ < a
0 ; ρ > a

,

���

.�
 ����
����
 �
		���
����� ������������ ������
��� U(r) = −γ/r ����
�� �����
�
 ��������� �����
�

� ������
�� ������	
 �����

	
 �
��"

#$

Ψ(r) ∼
{

r0 − r ; r < r0

0 ; r > r0
;

&$ Ψ(r) ∼ exp(−r2/(2r2
0)),

��� r0 � ���
��
����� ����	���!

� ������������ ��������� 
���������� ������� �����

����� ���
������

���

����
 ������
�� � ������	 ����
��� ��,��
*�
�
 � n��	 �����
�

 � ����	�����
������
������ 
	� � ���������� �����
	
 ������	
� ��������� �� �����
 
	�!

���

����
 �����
 
 ������� �����
 ��������� �����
�

 ����
�� � ���	����� ���
����
������ 
	� �������� ����
��

U(ρ) =

{
0 ; ρ < a
−U0 ; ρ > a

.

&



���

)������
�� �����

� ��
 ������, � ����	����� ������
������ 
	�

U(x) =




U1 ; x < 0
0 ; 0 < x < a,
U2 ; x > a

��*����� � �����
�������� �����
�

! /���	������ ���������� �����
"

#! U1 → ∞%
&! U2 → U1!

���

����
 ������ ����
��� ��,��
*���
 � ������
��� �
��

U(x, y) =
k(x2 + y2)

2
+ αxy (|α| < k) .

�	
�	�

En1,n2 = h̄ω1(n1 + 1/2) + h̄ω2(n2 + 1/2); ω1,2 =

√
k ± α

m
.

� ��������� ���
������ � 
�������������	 � ���

����������	  ������

����� ������
�����
 �����

 
	��� �
�"

U(x) = Ũ(x) + α δ(x),

��� Ũ(x) � �������0������
 �����

� δ(x) � ������0�����

� ������ *�
 ������
 *
	
 ��������	
"

#!

δ(x) =

{ ∞ ; x = 0
0 ; x �= 0

;

&! ∫ b

a
δ(x) dx =

{
1 ; x ∈ [a, b]
0 ; x � [a, b]

;

1! ∫ b

a
f(x)δ(x) dx =

{
f(0) ; x ∈ [a, b]
0 ; x � [a, b]

.

2������
� 3���
����� � ���
	 ������
���	 
	��� �
�

− h̄2

2m

d2Ψ

dx2
+
[
Ũ(x) + α δ(x)

]
Ψ = EΨ. -#$

���
�����
���	 �������
� � 
�������� [−ε, ε]"

− h̄2

2m
(Ψ′(ε) − Ψ′(−ε)) +

∫ ε

−ε
Ũ(x)Ψ(x) dx + αΨ(0) = E

∫ ε

−ε
Ψ(x) dx.

1



2����	
� ε → 0� �������	

Ψ′(0 + 0) − Ψ′(0 − 0) =
2mα

h̄2 Ψ(0). -&$

4��
	 ������	� 	���� ��(��� �������
� 3���
����� -#$ ������ 
 ����� �� ����

x = 0 
 �(
���� ��
 ��(��

 � ��	�*� ����
����� �����

 -&$!

���

����
 �����
 
 ������� �����
 �����
��������� �����
�

 � ������
��� U(x) =
−αδ(x)!

���

����
 ����������� ������

 �����

 
 �������� �����

 ����
�� � ������
���
-α > 0$

U(x) =

{
αδ(x) ; |x| < a
∞ ; |x| > a

.

)������� ����	���
�� �����
"

#! mαa/h̄2 � 1%

&! mEa2/h̄2 � 1%

1! α < 0!

���

5���
�� ��,��
��
 � ������
��� -α > 0$"

U(x) =

{ ∞ ; x < 0
−αδ(x) ; x > 0

.

����
 ���
�
	���� �
��� ������� �
��������� ������� �� ����
�� 
	� mαa/h̄2!

! "�������������

��� ��� ���	

)������
�� �����
�
���� �������

 
 ���,�����

 ����
� � ������ δ0�����
���������
������
��� U(x) = αδ(x)! /���	������ ���������� �����
 E → ∞ 
 E → 0!

��� ��� ���


����
 �����
�
��� ���,�����

 ����
� ����� ��
	��������� ������
������ ���
����

U(x) =




0 ; x < 0
U0 ; 0 < x < a
0 ; x > a

.

/���	������ �����
 U0 > 0 
 U0 < 0!

6



��� ��� ����

����
 ������

 �����

� ��
 ������, ����
�� �� ������ ��
 �� ������
�������
������� U(x) = α[δ(x) + δ(x + a)]!

��� ��� ����

.�������� ��� ��
 ������
������� ������� ���
�������� ���	� ������
���
 �����
��(��
�

R(E) + T (E) = 1,

7 
 8 � �����
�
���� �������

 
 ���,�����

� ��������������! /���	������
������
������ ������ ��
����� ��*�� ���	�

lim
x→−∞U(x) = 0 lim

x→+∞U(x) = U0

# $�
��� �
������

��� �
� ��

����
 ��		������ ���������� ������
� 	�	����� 
	������!
�	
�	�

[L̂ × L̂] = ih̄L̂ .

��� �
� ��

����
 ��		������ [L̂2, L̂α]!
�	
�	�

[L̂2, L̂α] = 0 .

��� ��� ���

9����
�� �������� �������� R̂� ��
���� *
� ������������
� �������� �����


�
���	� N ����
� ��
 ���*��

 �
���	� �����
��� �� ���� ϕ0 �����
������ ��
�
���������
� ������� � ������������ �������
���
 ��
�
���	 �������	 n0� �����
�������� 	�	���� 
	������ �
���	�!
�	
�	�

R̂ = exp(iL̂n0ϕ0) .

��� ��� ����

9 �����
�

 Ψlm � �����������	
 ������

	
 	�	���� l 
 ��� ������

 m �� ��� z
����
 ������� ������
� ������

 	�	���� �� ��� z̃� �������
 *� ���� α � ��� z!
�	
�	�

lz̃ = h̄m cos α .

:



��� ��� ��	

��������
�� �������� 	�	���� �
���	� ���, ����
� � �
�� ���, ������	�,� ��
���
�� *
, 	�	��� ����
� � �
���	� ������ 
����

 -	�	��� �����
�������� ��
���

$

 	�	���� ������ 
����

 �
���	�!
�	
�	�

L̂ = L̂1 + L̂2 = −ih̄

{[
r1 × ∂

∂r1

]
+

[
r2 × ∂

∂r2

]}
= −ih̄

{[
R × ∂

∂R

]
+

[
r × ∂

∂r

]}
,

���

R =
m1r1 + m2r2

m1 + m2
, r = r2 − r1 .

��� ��� ��� ������� �������

����
 �������� �����

 ����
������, �����
�
� 
 ����������� ������

 �����


�������� �������� -���*� *���
 �
���	� 
� ���, ������ ��
�����, ���� � �����	
����
�$! ;�	��� 
����

 �������� I = µa2� ��� µ � ��
�������
 	���� ����
�� a �
������
�
� 	���� �
	
! 5���
�� ���*� ��
 � �
��
�������� ��������
! <�����
��������� ��������

 �������!
�	
�	�

Em =
h̄2m2

2I
, Ψm(ϕ) =

1√
2π

eimϕ , m = 0,±1,±2, ...

9�� �����
� ���	� ��������� -m = 0$� ��������� ���������!

��	 ��� ��� ���������������� �������

����
 ����������� ������

 �����

 ����������������� �������� -���*� *���
 �
�
���	� 
� ���, ������ ��
�����, ���� � �����	 ����
�$! ;�	��� 
����

 ��������
I = µa2� ��� µ � ��
�������
 	���� ����
�� a � ������
�
� 	���� �
	
! 2������ �
�
�������, �����
� ����
������, �����
�
�! <����� ��������� ��������

 �����
���!
�	
�	�

El =
h̄2l(l + 1)

2I
, Ψlm(θ, ϕ) = Ylm(θ, ϕ) , l = 0, 1, 2, ... m = −l,−l + 1, ..., l .

=���� Ylm(θ, ϕ) � (������ �����

! <����� ������� (2l + 1)0������ ��������!

��


��������� ��� �������� L̂2 � �������� �� 	���
���
 ���� ������
 ����� ������
����
���
������� � ����
������ �
���	� �����
���!

% &������ � �������������

����'��
 ����

��� ���� ��������

����
 ������ �����

 � ���	� ��������!

Ĥ = − h̄2

2mp

∇2
p −

h̄2

2me

∇2
e −

e2

|rp − re| .

>



��� � ���!����� �����

����
 �������� �����

 �������� ��
��*���
 ����
�� � ����
������ �
���	� ���
���
���!

���

����
 ������
����
� ������
��� ��������	�� ���	�	 ��������� ��,��
*
	�
 � ������
��	 �����
�

!
�	
�	�

φ(r) = e
[
1

r
+

1

a

]
e−2r/a; a =

h̄2

me2

( ������������ ������ ��)
�*���	

	�� ��� 
��

.�
 ����
��� ��,��
*���
 � ���������� �������� ������
������ 
	� (
�
�� a
-0 < x < a$� ����
 � �����	 ���
��� ����

 ���	�*��
� �	�*��
� �������
����
,
������� ��� ������
�	 ���	�*��

 �
��"

#$
V (x) = V0(a − |2x − a|)/a ;

&$

V (x) =

{
V0 ; b < x < a − b
0 ; 0 < x < b, a − b < x < a

.

�	
�	� -n = 0, 1, 2, ...$

#$

E(1)
n = V0

[
1

2
+

1 + (−1)n

π2(n + 1)2

]
;

&$

E(1)
n = V0

[
1 − 2b

a
+

1

π(n + 1)
sin

2π(n + 1)b

a

]
.

	�� ��� 
��

�� ����
�� � ���������� �������� ������
������ 
	� (
�
�� a -0 < x < a$ �����
���� ���	�*��
� �
��

V (x) = V0 cos2
(

πx

a

)

/����
���� 
�	����
� �������
����
, ������� ����
�� � �����, ���, ���
���, ����
�

 ���	�*��
�!
�	
�	�

Vnm = V0




1/4 ; n = m = 0
1/2 ; n = m �= 0
1/4 ; n = m ± 2
0 ; � ��������, �����
,

,

?



E(1)
n = Vnn , E(2)

n =
ma2V 2

0

96π2h̄2




−3/2 ; n = 0
−1 ; n = 1
6/[n(n + 2)] ; n ≥ 2

,

	�� ��� 
���

5���
�� ��,��
��
 �����
 ������
���	��� ���
���
�� ���*��

� �!�!

U(x) =

{
0 ; (x2 + y2)/a2 + z2/b2 < 1
∞ ; (x2 + y2)/a2 + z2/b2 > 1

,

��
��	 ε = (a − b)/a � 1! ����
 � �����	 ���
��� ����

 ���	�*��
� ���
� �����
���
������� �����
 ��������� �����
�

 ����
�� �� ����(��
 � ����� �����


����
�� � ������
���	�� ����� ���
��� a!
�	
�	�

E
(0)
0 =

h̄2π2

2ma2
; E

(1)
0 = ε

h̄2π2

3ma2
.

	�� ��� 
���

����
 ���*�����
� ������� ������������� �����
 �����

 �������� �
		���
�����
���	��
������� ���
��
���� ��� ������
�	 ���	�*��

 �
�� V = αxy -���������
(x, y) � ��������� �������
�$ � �����	 ���
��� �� ����

 ���	�*��
�!
�	
�	�

V11 = V22 = 0; V12 = V21 = αa2/2; E
(1,2)
1 = ±V12; ∆E = αa2; a =

4

√
h̄2

km
,

��� k � ��������� ���
��
����� m � ��� 	����!

+ ,������������� ������ ��)
�*���	


�� ��� 
���

�� ����
��� ��,��
*� �
 ��
 t → −∞ � �������	 �����
�

 � ���������� ��������

	� � ��
	��������	
 ������	
 -(
�
�� 
	� $� ������������
 ������ ����������
����� 
�	��
 *���
 �� ���	��
 �� ������"

V (x, t) = −xF0f(t) ;

#$ f(t) = exp(−t2/τ 2)%

&$ f(t) = exp(−|t|/τ)%

1$ f(t) = [1 + t2/τ 2]−1!

9��
��
�� � �����	 ���
��� ����

 ���	�*��
� ����
�����
 ���������

 ����
��
��, �����
�
� ����
� ��
 t → +∞!
�	
�	� )��
��� �� ���
 	���
���� ���	���� ��
 �������, n -n = 0, 1, 2, ...$"

Vn0(t) = F0f(t)eiωn0t · 8a

π2

n + 1

n2(n + 2)2
; W0→n =

64a2F 2
0 (n + 1)2

π2h̄2n4(n + 2)4
I2
k

Ik =
∫ +∞

−∞
f(t)eiωnot dt;

I1 =
√

πτe−ω2
noτ2/4

I2 = 2τ
1+ω2

noτ2

I3 = πτe−ωnoτ

.

@




�� ��� 
���

�� �����
� �������� 
	� *
� �
������� 	�	��� p� �������� ���������� �����
��
������ ���� 	��
 *���
 �� ���	��
 E = E0f(t)! .� ��� ���

 ���
 �������
��,��
��
 
	�� ������������ ������
� ������

 m 	�	���� 
	������! 9��
��
��
� �����	 ���
��� ����

 ���	�*��
� ����
�����
 ����
���, ������
� ������


	�	���� 
	������ 
 �����

 �������� ��
 t → +∞ ��
 f(t) �
��"

#$ f(t) = exp(−t2/τ 2)%

&$ f(t) = exp(−|t|/τ)%

1$ f(t) = [1 + t2/τ 2]−1!

�	
�	� )��
��� �� ���
 	���
���� ���	���� ��
 ����,���� m → m ± 1"

Wm→m±1 =
p2E2

0

h̄24
I2
k ; ωm±1,m =

h̄2

2I
(1 ± 2m) .

A



- .��
���)
 ����� s = 1/2

"�� ��� ���

����
 ����������� ������

 
 ����������� �����

 ����
�� �� ��
��	 s = 1/2 

������������ ������
�� ��
�� �� ��
 x, y, z!

"�� ��� ���

2������ �
� ��������� ������

 ��
�� ŝn �� ���
�������� ���������
�� ��������
	�� ��
�
���	 �������	 n0! ����
 ������� ������
� ������

 ��
�� �� ��� n0 �
�����
�

 � ������������ ������
�� ��
�� �� ��� z!

"�� ��� ���

����
 ����������� ������

 ��������� f = a + b−̂→σ -a � �
���� b � ������� −̂→σ �
	���
�� ����
$!
�	
�	�

λ = a ± b .

"�� ��� ���

���
�������� �
������ �������� L̂� ������� *
� � ������������ ��
����, �����
	����, ����
� � s = 1/2� 
��
���
 ���������� 	���
��� &0�� �����!<��
� �����
�
���

 ����������� ��	
������� ��������� L̂ �� ���	���� ���� 	���
��! ����

����������� ������

 ������ ��	
���� ���������!
�	
�	�

L̂ =

(
a b
b∗ c

)
; l1.2 =

a + c

2
±
√

(a − c)2

4
+ |b2|,
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