
ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ. ÇÀÄÀ×È.

Ôèçè÷åñêèå êîíñòàíòû.
Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà h̄ = 1.054 · 10−27erg · sec
Çàðÿä ýëåêòðîíà e = 4.8 · 10−10åä.ÑÃÑÝ = 1.6 · 10−19k
Ìàññà ýëåêòðîíà me = 0.91 · 10−27gr = 0.51MeV
Ñêîðîñòü ñâåòà c = 3 · 1010cm/sec
Áîðîâñêèé ðàäèóñ (àò.åä.äëèíû) a0 = h̄2/mee

2 = 0.53 · 10−8cm
Àòîìíàÿ åäèíèöà ýíåðãèè mee

4/h̄2 = 4.36 · 10−11erg = 27.2eV
Àòîìíàÿ åäèíèöà ÷àñòîòû mee

4/h̄3 = 4.13 · 1016sec−1

Àòîìíàÿ åäèíèöà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ e/a2
0 = 5.14 · 109V/cm

Ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû α = e2/h̄c = 1/137
Ìàññà ïðîòîíà Mp = 1.67 · 10−24gr = 938MeV
Ðàçíîñòü ìàññ íåéòðîíà è ïðîòîíà Mn −Mp ' 2.5me

Ðàäèóñ ÿäðà R ' 10−13cm
Ìàãíåòîí Áîðà µ0 = eh̄/2mec = 0.927 · 10−20erg/Gs
ßäåðíûé ìàãíåòîí µ = eh̄/2Mpc = 0.505 · 10−23erg/Gs;
ìàãíèòíûé ìîìåíò ïðîòîíà µp = 2.79µ,
ìàãíèòíûé ìîìåíò íåéòðîíà µn = −1.91µ.
Ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ G = 6.67 · 10−8äèí · ñ2 · ã−2

Ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà k = 1.38 · 10−16erg/grad
1eV = 1.6× 10−12erg
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1. Îïåðàòîðû è ìàòðèöû.

1.1. Ïðîâåðèòü ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðîâ p̂ = −ih̄ d
dx , T̂ = −h̄2 d2

dx2 , L̂i = εijkxjpk.
1.2. Íàéòè îïåðàòîðû (AB)+, [A,B]+, ãäå A,B - ïðîèçâîëüíûå îïåðàòîðû.
1.3. Íàéòè îïåðàòîð, ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó exp(ih̄ ∂

∂ϕ ).
1.4. Äëÿ îïåðàòîðà

T̂a = e−a∂/∂x = 1− a ∂
∂x

+
1
2!
a2 ∂

2

∂x2
+ ..

ñìåùåíèÿ ïî êîîðäèíàòå x ïîêàçàòü, ÷òî:
a)T̂aΨ(x) = Ψ(x− a); b)(T̂a)−1 = T̂−a; c)T̂aT̂b = T̂a+b.
Íàéòè îïåðàòîð T̂+, à òàêæå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà T̂a.
1.5. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ

[x, F (p̂x, x)] = ih̄
∂

∂p̂x
F (p̂x, x);

[p̂x, F (p̂x, x)] = −ih̄ ∂

∂x
F (p̂x, x);

ãäå F (p̂x, x) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò îïåðàòîðîâ èìïóëüñà è êîîðäèíàòû.
1.6. Ïóñòü A è B íåêîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû, α -ïàðàìåòð, F (B) - ôóíêöèÿ îò îïåðàòîðà B .

Äîêàçàòü, ÷òî
eαAF (B)e−αA = F (eαABe−αA),

è, â ÷àñòíîñòè,
eiαp̂x/h̄F (x)e−iαp̂x/h̄ = F (x+ α).

1.7. Ïîêàçàòü,÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðîâ A,B èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

eαABe−αA = B + α[A,B] +
α2

2!
[A, [A,B]] +

α3

3!
[A, [A, [A,B]]] + ...

1.8. Äîêàçàòü ôîðìóëó Áåéêåðà-Õàóñäîðôà äëÿ îïåðàòîðîâ A,B, êîììóòàòîð êîòîðûõ [A,B]
ÿâëÿåòñÿ ñ-÷èñëîì:

eA+B = eA · eB · e− 1
2 [A,B].

1.9. Äîêàçàòü òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ êîììóòàòîðîâ îïåðàòîðîâ

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C.[A,B]] = 0.

1.10. Äëÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ a+ = (a)+ è óíè÷òîæåíèÿ

a = 2−1/2

(
x

x0
+ i

x0

h̄
p̂

)
, x0 =

√
h̄

mω
,

âû÷èñëèòü êîììóòàòîðû [a, a+], [a, a+a], [a, (a+)n], [a+, an], à òàêæå íàéòè ÿâíûé âèä ïðîèçâåäåíèÿ
a+a.

1.11. Íàéòè êîììóòàòîð p̂ ·A(r)−A(r) · p̂ âåêòîðíûõ îïåðàòîðîâ p̂ è A(r).
1.12. Äëÿ îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà L̂i = εijkxj p̂k íàéòè êîììóòàòîðû [L̂i, L̂j ], [L̂i, L̂2], [L̂z, L̂±],

ãäå L̂± = L̂x ± iL̂y.
1.13. Äëÿ ìàòðèö Ïàóëè

σx =
(

0 1
1 0

)
;σy =

(
0 −i
i 0

)
;σz =

(
1 0
0 −1

)
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äîêàçàòü, ÷òî : σ2
i = I, [σi, σj ] = 2iεijkσk, à òàêæå âû÷èñëèòü àíòèêîììóòàòîð [σi, σj ]+ = σiσj +σjσi.

Çäåñü I− åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
1.14. Äëÿ ìàòðèöû A, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèÿì A ·A = 0, [A,A+]+ = AA+ +A+A = I, ãäå

I - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, äîêàçàòü,÷òî a)(A+A)2 = A+A, b)A+A+ = 0, à òàêæå âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A+A.

1.15. Äîêàçàòü, ÷òî

eA · eB = exp{A+B +
1
2!

[A,B] +
1
3!

[A, [A,B]] + ...}.

1.16. Äîêàçàòü îïåðàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ:

eA · eB = exp{A+
∫ 1

0

dξeξABe−ξA},

eA+B = eA · exp{
∫ 1

0

dξe−ξABeξA} =

exp{
∫ 1

0

dξeξABe−ξA} · eA.

2.Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

2.1. Äàíû ñïèíîâûå ìàòðèöû â σz -ïðåäñòàâëåíèè. (ñì. ç. 1.13). Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòî-
ðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ìàòðèö. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îò σz-
ïðåäñòàâëåíèÿ ê σx-ïðåäñòàâëåíèþ. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìàòðèö
Ïàóëè â σx-ïðåäñòàâëåíèè.

2.2. Â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà ñïèíà ŝz = h̄σz , ïðèíàäëåæà-
ùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ h̄/2, íàéòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è äèñïåðñèè ïðîåêöèé ñïèíà íà îñü z è
îñü x.

2.3. Àíîìàëüíûé ýôôåêò Çååìàíà. Íàéòè óðîâíè ýíåðãèè è ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû
ñî ñïèíîì 1/2 â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå.(Óêàçàíèå: ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå íàïðàâëåíî ïî îñè z,
ïðîñòðàíñòâåííîå äâèæåíèå ÷àñòèöû íå ó÷èòûâàòü.)

2.4. Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé m, äâèæóùåéñÿ â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íàéòè ýíåðãå-
òè÷åñêèé ñïåêòð è íîðìèðîâàííûå ( íà δ− ôóíêöèþ îò ýíåðãèè) ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà
ïîëíîé ýíåðãèè.

2.5. ×àñòèöà ñ ìàññîé µ äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R. Íàéòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ còàöè-
îíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ îïåðàòîðà L̂z = −ih̄d/dϕ â äàííîì
ñîñòîÿíèè.

2.6. Äëÿ âîëíîâîãî ïàêåòà Ψ(x) = Aeikx−x
2/2a2 íàéòè: à) íîðìèðîâî÷íóþ êîíñòàíòó , á) ñðåäíèå

çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, â) äèñïåðñèè ôëóêòóàöèé êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, à òàêæå èõ
ïðîèçâåäåíèå. Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé.

2.7. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåêîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ

∆A∆B >
1
2
|[A,B]|.

2.8. Ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèÿ Ãàéçåíáåðãà, âûâåñòè ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé "ýíåðãèÿ-âðåìÿ"∆E∆t >
h̄.

2.9. Ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé "ýíåðãèÿ-âðåìÿ"îöåíèòü ìàññó π−ìåçîíà, ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ ïåðåíîñ÷èêîì ÿäåðíûõ ñèë, ðàäèóñ äåéñòâèÿ êîòîðûõ ro ' 10−13cm.
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2.10. ×àñòèöà ñ ìàññîé m íàõîäèòñÿ â îäíîìåðíîé áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñ
øèðèíîé . Íàéòè íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå ôóíêöèè è óðîâíè ýíåðãèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé.
Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ êîîðäèíàòû â n-ì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè.

2.11. ×àñòèöà ñ ìàññîé m íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñ øèðèíîé .
Íàéòè â n-ì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ èìïóëüñà, ñðåäíåå çíà÷åíèå
è äèñïåðñèþ èìïóëüñà.

2.12. Èñïîëüçóÿ ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ðàññìîòðåòü âîïðîñ î íåïðåðûâíîñòè âîë-
íîâîé ôóíêöèè â òî÷êå x = 0, â êîòîðîé ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû U(x) à) èçìåíÿåòñÿ íà
êîíå÷íîå çíà÷åíèå, á) U(x) = αδ(x).

2.13. Íàéòè êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ è êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ÷åðåç ïîòåíöèàëü-
íûé áàðüåð V (x) = αδ(x).

2.14. Íàéòè óðîâíè ýíåðãèè è âîëíîâûå ôóíêöèè ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå V (x) = −αδ(x).
2.15. Ìîäåëü Êðîíèãà-Ïåííè. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â èäåàëüíîì îäíîìåðíîì êðè-

ñòàëëå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ôóíêöèåé

U(x) = α

n=+∞∑
n=−∞

δ(x− na),

ãäå α = U0l, U0− âûñîòà îòäåëüíîãî áàðüåðà, l- åãî øèðèíà, U0 →∞, l→ 0, 0 < α∞.
à) ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè ÷àñòèöû, á) íàéòè

ãðàíèöû ðàçðåøåííûõ è çàïðåùåííûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí, à òàêæå ýôôåêòèâíóþ ìàññó ÷àñòèöû â
ïåðâîé ðàçðåøåííîé çîíå.

2.16. Ýëåêòðîí äâèæåòñÿ â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ ε. Â èìïóëüñíîì
ïðåäñòàâëåíèè íàéòè âîëíîâûå ôóíêöèè ÷àñòèöû, à òàêæå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð.

2.17. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Âûðàçèòü ãàìèëüòîíèàí îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà

H =
p2

2m
+
mω2x2

2
÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ (ñì.çàäà÷ó 1.10.). Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ñî-
ñòîÿíèÿ Ψ0(x) = |0〉 ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé Emin : H|0〉 = Emin|0〉 íàéòè íîðìèðîâàííóþ âîëíîâóþ
ôóíêöèþ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ âàêóóìíûì ñîñòîÿíèåì, à âìåñòå ñ íåé è ìè-
íèìàëüíóþ ýíåðãèþ Emin ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

2.18. Âû÷èñëèòü ýíåðãèþ n−ãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ | n〉 = Cn(a+)n | 0〉 ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà, à òàêæå íîðìèðîâî÷íóþ êîíñòàíòó Cn. (Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü óñëîâèå 〈n | n〉 =|
Cn |2 〈0 | an(a+)n | 0〉 = 1.)

2.19. Íàéòè ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ íà n−å ñîñòîÿíèå ãàðìîíè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà: a+ | n〉 =?, a | n〉 =?, à òàêæå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû 〈k | a+ | n〉 =?〈k | a | n〉 =
?〈k | x | n〉 =?〈k | p | n〉 =?

2.20. Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé êîîðäèíàòû è èìïóëüñà îñöèë-
ëÿòîðà â n−ì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ∆p·∆x =?, ãäå äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû
A â n−ì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê (∆A)2 = 〈n|A2|n〉−〈n|A|n〉2. Â êàêîì ñîñòîÿíèè
êâàíòîâûå øóìû ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ìèíèìàëüíû?

2.21. Êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì: a|α〉 = α|α〉.
Äåéñòâèòåëüíî ëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå α îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ? Íàéòè ÿâíóþ êîîðäèíàòíóþ
çàâèñèìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè Ψα(x) = |α〉 êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå ïðîèçâåäåíèå ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé êîîðäèíàòû è èìïóëüñà.

2.22. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè |α〉. Íàéòè àìïëèòóäó âå-
ðîÿòíîñòè Cn íàõîæäåíèÿ òàêîãî îñöèëëÿòîðà íà n−ì óðîâíå ýíåðãèè (ò.å. âîëíîâóþ ôóíêöèþ â
ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè): |α〉 =

∑
n Cn|n〉, à òàêæå ñòàòèñòèêó ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãåòè÷å-

ñêèì óðîâíÿì |Cn|2 =?
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2.23. Íàéòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè è
ðàññ÷èòàòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïî èìïóëüñàì.

2.24. Âû÷èñëèòü óðîâíè ýíåðãèè è íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå ôóíêöèè êâàíòîâîé òî÷êè (òðåõ-
ìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà) ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

U(x, y) =
m

2
(ω2

1x
2 + ω2

2y
2 + ω2

3z
2).

Îïðåäåëèòü êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ îñíîâíîãî, ïåðâîãî è n−ãî ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé èçîòðîïíîé
(ω1 = ω2 = ω3) êâàíòîâîé òî÷êè.

2.25. Îïðåäåëèòü ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð è íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñî-
ñòîÿíèé îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ çàðÿäîì e â îäíîðîäíîì ñòàòè÷åñêîì ýëåêòðè-
÷åñêîì ïîëå ε (Îïåðàòîð ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ V = −eεx). Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ýëåêòðè-
÷åñêîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû ~d = e~r, à òàêæå ñòàòè÷åñêóþ âîñïðèèì÷èâîñòü îñöèëëÿòîðà
χ =?(〈d〉 = χE.)

2.26. Óðîâíè Ëàíäàó. Ýëåêòðîí ñ çàðÿäîì e äâèæåòñÿ â âàêóóìå â ïîñòîÿííîì è îäíîðîäíîì
ìàãíèòíîì ïîëå ñ ìàãíèòíîé èíäóêöèåé ~B, íàïðàâëåííîì ïî îñè z. Ïðè ýòîì âåêòîð-ïîòåíöèàë ~A =
(0, xB, 0), ~B = rot ~A. Íàéòè ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð è âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, à
òàêæå îïðåäåëèòü êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ýëåêòðîíà?

2.27. Çàïèñàòü âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà ~J äëÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ìàãíèòíîì ïîëå. Ïîêàçàòü,
÷òî âèä ~J íå èçìåíÿåòñÿ ( ~J ′ = ~J) ïðè êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ: ~A′ = ~A + ∇f,Ψ′(x) =
Ψ(x) · exp[i(ef/h̄c)].

2.28. Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé Ãàéçåíáåðãà íàéòè îïåðàòîð ñêîðîñòè ~V = ~̇r(t) çàðÿæåííîé ÷à-
ñòèöû â ìàãíèòíîì ïîëå ñ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì ~A. Âû÷èñëèòü êîììóòàòîðû [Vi, Vj ], [Vi, xj ] =?
Èçìåðèìû ëè îäíîâðåìåííî ðàçëè÷íûå ïðîåêöèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû? Ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàãíèòíîå
ïîëå íàïðàâëåíî ïî îñè z, çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ ïðîåêöèé ñêîðîñòè íà îñè
x è y : ∆Vx ·∆Vy =?

2.29. Â ñèììåòðè÷íîé êàëèáðîâêå ~A = (− 1
2xB,

1
2yB, 0) ðàññ÷èòàòü âîëíîâûå ôóíêöèè è ýíåðãåòè-

÷åñêèå óðîâíè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé çàðÿæåííîé áåññïèíîâîé ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì
ïîëå ~B, íàïðàâëåííîì ïî îñè z, ïðè óñëîâèè , ÷òî ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü z òî÷íî
îïðåäåëåíà è ðàâíà íóëþ.

2.30. Äëÿ áåññïèíîâîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ âî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ýëåê-
òðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ, íàéòè óðîâíè ýíåðãèè è íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèî-
íàðíûõ ñîñòîÿíèé.

2.31. Ýôôåêò Ààðîíîâà-Áîìà äëÿ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé. Çàðÿæåííàÿ áåññïèíîâàÿ ÷àñòèöà äâè-
æåòñÿ âäîëü êîëüöà ñ ðàäèóñîì r0, ïðîíèçàííîãî ïî öåíòðó ñîëåíîèäîì Ààðîíîâà-Áîìà.

Óêàçàíèå: â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîìïîíåíòû âåêòîð-ïîòåíöèàëà ðàâíû: Ar =
Az = 0;Aϕ = Br/2 - âíóòðè ñîëåíîèäà Àaðîíîâà-Áîìà; Ar = Az = 0;Aϕ = BR2/2r - âíå ñîëåíîèäà.
Çäåñü R- ðàäèóñ ñîëåíîèäà, B - ìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè ñîëåíîèäà: ~Bint = (Br = 0, Bϕ = 0, Bz = B).

Âû÷èñëèòü êëàññè÷åñêóþ ñèëó Ëîðåíöà, âîçäåéñòâóþùóþ íà ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû ñîëåíîèäà.
Ðàññ÷èòàòü ñìåùåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ýëåêòðîíà íà êîëüöå, ñâÿçàííîå ñ ïðèñóòñòâèåì ñîëå-
íîèäà, à òàêæå âîëíîâûå ôóíêöèè ÷àñòèöû è êàñàòåëüíóþ ê êîëüöó ïðîåêöèþ ïëîòíîñòè òîêà.

2.32. Íà ñèñòåìó ñ äâóìÿ ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè E1 è E2 (ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíûå
ñîñòîÿíèÿ ψ1, ψ2) íàëîæåíî îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êîòîðûì V =
−dE. Çäåñü d - ïðîåêöèÿ îïåðàòîðà äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû íà íàïðàâëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ, E - íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Îïðåäåëèòü óðîâíè ýíåðãèè è âîëíîâûå
ôóíêöèè ñèñòåìû â ýòîì ïîëå. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïðåäïîëàãàþòñÿ
èçâåñòíûìè, ïðè÷åì d11 = d22 = 0.

2.33. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå è èìååò îðáèòàëüíûé ìîìåíò èìïóëüñà h̄.
Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ó ñèñòåìû ïðè èçìåðåíèè L ðàâíà 1/3 äëÿ âñåõ çíà-
÷åíèé ïðîåêöèè Lz ìîìåíòà èìïóëüñà. Çàïèñàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ.(Ñîñòîÿíèå
"÷èñòîå").
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2.34. Êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå (äâèæåíèå îäíîìåðíîå) U(x) = κx2/2, x >
0;U(x) = ∞, x < 0. Íàéòè ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð è íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèîíàð-
íûõ ñîñòîÿíèé. Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ áîëüøå, ÷åì ó ïðîñòîãî ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà.

3.Ìîìåíò èìïóëüñà. Êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà â ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå.

3.1. ×àñòèöà äâèæåòñÿ â ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå U(~r) = U(r). Çàïèñàòü åå ãà-
ìèëüòîíèàí â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, ϑ, ϕ , à òàêæå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ
ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè. Îïåðàòîðû êàêèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñîñòàâëÿþò ïðè
ýòîì ïîëíûé íàáîð?

3.2. Íàéòè âîëíîâûå ôóíêöèè è ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè ñòàöèîíàðíûõ S−ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû,
ê ïðèìåðó, íóêëîíà, â ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå (â ÿäðå) ñ íåïðîíèöàåìûìè
ñòåíêàìè, åñëè ðàäèóñ ýòîé ñôåðû ðàâåí r0 = 10−13cm. Ñ êàêîé ñèëîé íóêëîí äàâèò íà ñòåíêè ÿìû?

3.3. Äëÿ íóêëîíà (ïðîòîíà èëè íåéòðîíà) â ÿäðå (ñì. çàäà÷ó 3.2.) âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå âåëè-
÷èíû:

〈r〉 =?, 〈r2〉 =?, 〈(∆r)2〉 =?, 〈Pr〉 =?, 〈P 2
r 〉 =?.

Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé

〈(∆r)2〉 · 〈(∆Pr)2〉 =?.

×åìó ðàâíà ïëîòíîñòü òîêà, ñîçäàâàåìàÿ äàííîé ÷àñòèöåé?
3.4. Ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â àòîìå âîäîðîäà â 1 − S ñîñòîÿíèè. Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ðà-

äèàëüíîé êîîðäèíàòû r â ýòîì ñîñòîÿíèè, äèñïåðñèþ ôëóêòóàöèé, à òàêæå íàèáîëåå âåðîÿòíîå
ðàññòîÿíèå r0 ýëåêòðîííîãî îáëàêà îò öåíòðà.

3.5. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ íàéòè ñîñòàâëÿþùèå ïëîòíîñòè òîêà äëÿ ýëåêòðîíà â àòîìå
âîäîðîäà.

3.6. Íàéòè ýôôåêòèâíûé ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë ϕ(r), äåéñòâóþùèé íà ñòîðîííþþ çàðÿæåí-
íóþ ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû íåâîçáóæäåííîãî àòîìà âîäîðîäà.

3.7. Äëÿ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïðîåêöèé îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà L± = Lx± iLy âû÷èñëèòü
êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ [Lz, L±] =?, [L+, L−] =?. ßâëÿåòñÿ ëè ñîñòîÿíèå L±|m〉 ñîáñòâåííîé
ôóíêöèåé îïåðàòîðà Lz ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü z .Åñëè äà, òî êàêîìó ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ îíî ñîîòâåòñòâóåò? (Çäåñü |m〉− ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà Lz : Lz|m〉 = h̄m|m〉. )

3.8. Íàéòè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ Lx, Ly, Lz, L±, ~L2 â Lz− ïðåäñòàâëåíèè. Âûïèñàòü
ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ïðè l = 1.

3.9. Ýëåêòðîí â àòîìå âîäîðîäà íàõîäèòñÿ â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè |n, l,m〉, õàðàêòåðèçóåìîì
êâàíòîâûìè ÷èñëàìè n, l,m. ×åìó ðàâíû ïðè ýòîì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèé ìîìåíòà èìïóëüñà?
Âûïîëíÿåòñÿ ëè ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé 〈(∆Lx)2〉 · 〈(∆Ly)2〉 =? äëÿ äèñïåðñèé ôëóêòóàöèé
ðàçëè÷íûõ ïðîåêöèé ìîìåíòà èìïóëüñà?

4.Ýâîëþöèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé è îïåðàòîðîâ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

4.1. ×àñòèöà ñ çàðÿäîì e è ìàññîé m íàõîäèòñÿ â ñâîáîäíîì îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, èìåÿ â
íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 âîëíîâóþ ôóíêöèþ

)Ψ(x, 0) = δ(x)

b)Ψ(x, 0) = (2πh̄)−1/2exp(
ipox

h̄
)

c)Ψ(x, 0) = (πh̄)−1/2Sin(
pox

h̄
).

Êàêîå èç ýòèõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì? Íàéòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ è ñðåäíþþ ïëîò-
íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ.
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4.2. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ àòîìà âîäîðîäà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0

Ψ(r, θ, ϕ) = 2−1/2[R10(r)Y00(θ, ϕ) +R21(r)Y10(θ, ϕ)].

Çàïèñàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ äëÿ âðåìåíè t > 0. Áóäåò ëè èçëó÷àòü àòîì â ìîìåíò t > 0? Åñëè
äà, òî íà êàêîé ÷àñòîòå? (Íàéòè (d2〈ez〉/dt2) =?).

4.3. Ñèñòåìà èìååò äâà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíÿ E1, E2 : HΨi = EiΨi, i = 1, 2, è â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

Ψ(0) = 2−1/2(Ψ1 + Ψ2).

Íàéòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû Ψ(t) â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Íà êàêîé ÷àñòîòå áóäåò
èçëó÷àòü ïîäîáíàÿ äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà, åñëè âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíà Ψ1(x),Ψ2(x) îáëàäà-
þò ðàçëè÷íîé ÷åòíîñòüþ ?

4.4. Ðàñïëûâàíèå ãàóññîâñêîãî âîëíîâîãî ïàêåòà. Ñâîáîäíàÿ íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ëîêàëèçîâàíà âáëèçè òî÷êè x = 0 : Ψ(x, 0) = (πσ2)−1/2exp(−x2/2σ2).
Ðàññ÷èòàòü ýâîëþöèþ äàííîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ âî âðåìåíè Ψ(x, t) =? Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü
ðàñïëûâàíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà.

4.5. Ýëåêòðîí â àòîìå âîäîðîäà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé âîëíîâîé ôóíê-
öèåé

Ψ(r, θ, ϕ) = 2−1/2[R10(r)Y00(θ, ϕ) +R21(r)Y11(θ, ϕ)].

Íàéòè ñðåäíèé ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà 〈~µ(t)〉 â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Áóäåò ëè
ìàãíèòî-äèïîëüíîå èçëó÷åíèå àòîìà â ìîìåíò t > 0?

Óêàçàíèå: îïåðàòîð ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà ~µ ïðîïîðöèîíàëåí îïåðàòîðó îðáèòàëüíîãî
ìîìåíòà ~L : ~µ = −µB(~L/h̄), ãäå µB = |e|h̄/2mec− ìàãíåòîí Áîðà, me− ìàññà ýëåêòðîíà.

4.6. Êàê èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà? (ñì. çàäà÷ó
2.21.) Áóäåò ëè ðàñïëûâàòüñÿ íà÷àëüíûé âîëíîâîé ïàêåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè?

4.7. Îñöèëëÿöèè Ðàáè. Íà ñèñòåìó ñ äâóìÿ ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè E1, E2 âîçäåéñòâóåò ðåçî-
íàíñíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ε(t) = ε0osω0t, h̄ω0 = E2−E1, ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êîòîðûì èìååò
âèä: V (t) = −d ·ε(t). Â ïðèáëèæåíèè âðàùàþùåéñÿ âîëíû (ïðåíåáðåãàÿ îñöèëëÿöèÿìè íà óäâîåííîé
÷àñòîòå) âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü âîçáóæäåíèÿ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 ïðè
óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ýëåêòðîí íàõîäèëñÿ íà íèæíåì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå.
Êàê èçìåíÿåòñÿ ïðè ýòîì ñðåäíèé äèïîëüíûé ìîìåíò àòîìà?

4.8. Êàê èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè ãàéçåíáåðãîâñêèå îïåðàòîðû êîîðäèíàòû, èìïóëüñà è ñêîðîñòè
çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå? (ñì. çàäà÷è 2.26, 2.28.)

4.9. Îñöèëëÿöèè Áëîõà. Çàêîí äèñïåðñèè ýëåêòðîíà â îäíîìåðíîé ñâåðõðåøåòêå ñ ïåðèîäîì d
èìååò âèä: E(p) = −(∆/2)cos(pd/h̄), ãäå ∆− ýíåðãåòè÷åñêàÿ øèðèíà ìèíèçîíû. Â ãàéçåíáåðãîâñêîì
ïðåäñòàâëåíèè ðàññ÷èòàòü ýâîëþöèþ îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû, èìïóëüñà è ñêîðîñòè ýëåêòðîíà ïîä
äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ε, ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êîòîðûì ðàâíà V = −eεx.
Íà êàêîé ÷àñòîòå áóäåò èçëó÷àòü òàêàÿ ñèñòåìà?

4.10. ×àñòèöà ñî ñïèíîì 1/2 íàõîäèòñÿ âî âðàùàþùåìñÿ ìàãíèòíîì ïîëå ~B(t) = (B0Cosω0t, B0Sinω0t, 0),
ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êîòîðûì ðàâíà V = −gµ0~σ · ~B(t). Çäåñü g−g-ôàêòîð ÷àñòèöû, µ0 =
eh̄/2mc−ìàãíåòîí Áîðà, ~σ−ìàòðèöû Ïàóëè. Âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàññ÷èòàòü ýâîëþ-
öèþ îïåðàòîðîâ ïðîåêöèé ñïèíà.

5. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû êâàíòîâîé òåîðèè.

5.1. Íà îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ çàðÿäîì e è ìàññîé m äåéñòâóåò îäíîðîäíîå
ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ ε. Âû÷èñëèòü ïîïðàâêè ê óðîâíÿì ýíåðãèè îñ-
öèëëÿòîðà ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà è ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòàìè çàäà÷è 2.25.

5.2. Óâåëè÷èòñÿ èëè óìåíüøèòñÿ ýíåðãèÿ âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû ïðè íàëî-
æåíèè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ ñ íóëåâûìè äèàãîíàëüíûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè?
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5.3. Êàê èçìåíÿòñÿ óðîâíè ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà ïðè ó÷åòå àíãàðìîíèçìà êîëåáàíèé, îïèñûâà-
åìîãî âîçìóùåíèåì âèäà V (x) = λx3 + ζx4 ? Ðàñ÷åò ïðîâåñòè ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó λ è ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ζ. Îöåíèòü ïðåäåëû
ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

5.4. Íîðìàëüíûé ýôôåêò Çååìàíà. Áåññïèíîâàÿ ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì
ïîëå, ïðè÷åì åå íåâîçìóùåííûå óðîâíè ýíåðãèè ðàâíû Enl. Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé
íàéòè ñäâèã ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ÷àñòèöû, à òàêæå åå âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïðè íàëîæåíèè íà
àòîì ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàïðàâëåííîãî ïî îñè z.

5.5. Ïðèìåíÿÿ ñòàöèîíàðíóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé, íàéòè ïîïðàâêè ê óðîâíÿì ýíåðãèè êâàíòîâîé
÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñ áåñêîíå÷íî-âûñîêèìè ñòåíêàìè, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì â öåíòðå ÿìû
δ−îáðàçíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà:

V (x) = αδ(x− a/2), 0 < x < a, α > 0;U(x) =∞, x > a, x < 0.

Êàê ïðè ýòîì èçìåíÿòñÿ âîëíîâûå ôóíêöèè ÷àñòèöû? ×òî ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì â ýòîé
çàäà÷å?

5.6. Ê êâàíòîâîìó êîëüöó (ñì.çàäà÷ó 2.5.), ðàñïîëîæåííîìó â ïëîñêîñòè (x, y) ïðèëîæåíî ïîñòî-
ÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ε, íàïðàâëåííîå ïî îñè x, ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êîòîðûì îïèñûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì

V (ϕ) = −eεx = −eεrocosϕ.
Çäåñü e-çàðÿä ÷àñòèöû, çàïåðòîé íà êîëüöå ðàäèóñà ro. Â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé âû÷èñëèòü
ñäâèã ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, à òàêæå èçìåíåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè äàííîé ÷àñòèöû. Çàïèøèòå
ãàéçåíáåðãîâñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà ϕ(t) è ïîïûòàéòåñü èõ ðåøèòü.

5.7. ×àñòèöà íàõîäèòñÿ âíóòðè íåïðîíèöàåìîãî ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ (äåôîðìèðîâàííîå ÿäðî),
òàê ÷òî åå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò âèä:

U(x, y, z, ) = 0,
x2 + y2

a2
+
z2

b2
< 1,

U(x, y, z, ) =∞, x
2 + y2

a2
+
z2

b2
> 1,

ïðè÷åì |a − b| ¿ a. Íàéòè â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ñäâèã ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû.

5.8. Ðàññìîòðåòü ýôôåêò Øòàðêà (ðàñùåïëåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé âî âíåøíåì îäíîðîäíîì
ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, íàïðàâëåííîì ïî îñè z) â àòîìå âîäîðîäà äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì
÷èñëîì n = 2. Ïîëíîñòüþ ëè ïðè ýòîì ñíèìàåòñÿ âûðîæäåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ýëåêòðîíà?

5.9. Íàéòè ðàñùåïëåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà â 1S- ñîñòîÿíèè çà ñ÷åò âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ýëåêòðîíà è ÿäðà, ïîëàãàÿ îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ ðàâíûì

V = A(~σe · ~σp),
ãäå ~σe, ~σp− ìàòðèöû Ïàóëè ýëåêòðîíà è ïðîòîíà, A- ïîñòîÿííàÿ ðàçìåðíîñòè ýíåðãèè. Êàêîâà êðàò-
íîñòü âûðîæäåíèÿ êàæäîãî èç óðîâíåé?

5.10. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè Ψ(0)
1 , îòíîñÿùåìñÿ ê

äâóêðàòíî âûðîæäåííîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó óðîâíþ E0 : H0Ψ(0)
i = E0Ψ(0)

i , i = 1, 2. Îïðåäåëèòü âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 ñèñòåìà áóäåò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè Ψ(0)

2 , ïðè óñëîâèè, ÷òî
ïåðåõîä ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî âîçìóùåíèÿ V . (äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
V11, V22 îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ ïî âîëíîâûì ôóíêöèÿì Ψ(0)

1 ,Ψ(0)
2 ðàâíû íóëþ, V12 = V ∗21 = ∆).

5.11. Ñîãëàñíî ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ýëåêòðîí, äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v â ïîñòîÿííîì ýëåê-
òðè÷åñêîì ïîëå vecε, èñïûòûâàåò âîçäåéñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ

~H =
1
c

[~ε~v], ~ε = −dU(r)
dr

~r

r
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. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîêàçàòü, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêóþ ïîïðàâêó ê îïåðàòîðó ýíåðãèè ýëåêòðîíà ñî ñïèíî-
âûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ~µ = µ0~σ = (eh̄/2mec)~σ â àòîìå âîäîðîäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ( ñ òî÷íî-
ñòüþ äî 1/2) â âèäå:

V == −(~µ · ~H) = −A(r)(~L · ~S), A(r) =
eh̄2

2m2
ec

2

dU(r)
dr

1
r
,

U(r)− îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà, ~L, ~S−îïåðàòîðû îðáèòàëüíî-
ãî è ñïèíîâîãî ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Ïîêàçàòü, ÷òî ñ ó÷åòîì äàííîãî ñïèí-îðáèòàëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ â àòîìå âîäîðîäà áóäóò âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóåìûå îïåðà-
òîðàìè

~J2 = (~L+ ~S)2; Jz = Lz + Sz;L2;S2.

5.12. Íàéòè ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè ê óðîâíþ ýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà ñ n = 2, îáóñëîâëåííûå
îòêëîíåíèåì çàêîíà äèñïåðñèè ýëåêòðîíà

H(p) =
√
~p2c2 +m2c4 ' ~p2

2m
+

~p4

8m3c2

îò ïàðàáîëè÷åñêîãî çàêîíà.
5.13. Ïðè ïîìîùè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Âåíòöåëÿ- Êðàìåðñà- Áðèëëþåíà âû÷èñëèòü êî-

ýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ÷åðåç ïðÿìîóãîëüíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ñ
øèðèíîé a è âûñîòîé U0.

5.14. Õîëîäíàÿ ýìèññèÿ ýëåêòðîíîâ èç ìåòàëëà. Ê ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà ïðèëîæåíî ïîñòîÿííîå
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ ε. Ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà U(x) = 0(x <
0)− âíóòðè ìåòàëëà, U(x) = U0−eεx(x > 0)−âíå ìåòàëëà. Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè íàéòè
âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîíà ñêâîçü ýòîò ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, åñëè ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà
E à) ìåíüøå âûñîòû áàðüåðà U0 : E < U0, á) E > U0.

5.15. Êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå Çåìëè (äâèæåíèå ñ÷èòàòü îäíîìåð-
íûì). Ñ÷èòàÿ ïîâåðõíîñòü Çåìëè èäåàëüíî îòðàæàþùåé ïëîñêîñòüþ (x = 0), íàéòè ýíåðãåòè÷åñêèå
óðîâíè ÷àñòèöû â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè.

5.16. Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè íàéòè âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöû
ñ ýíåðãèåé E < U0 ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

U(x) = U0(1− x2

a2
), |x| < a;U(x) = 0, |x| > a.

5.17. Íà çàðÿæåííûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð, íàõîäÿùèéñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, ìãíîâåí-
íî íàêëàäûâàåòñÿ îäíîðîäíîå è â äàëüíåéøåì ïîñòîÿííîå âî âðåìåíè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ε0. Íàé-
òè âåðîÿòíîñòü âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà. Îïðåäåëèòü ñòàòèñòèêó ðàñïðåäåëåíèÿ îñöèëëÿòîðà ïî
ýíåðãåòè÷åñêèì óðîâíÿì (ò.å. âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â n−å âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå).

5.18. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü âîçáóæäåíèÿ çàðÿæåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ýëåêòðè-
÷åñêèì ïîëåì

ε(t) = A(πτ)−1/2exp[−(t/τ)2].

Ñ÷èòàòü, ÷òî äî âêëþ÷åíèÿ ïîëÿ (t =∞) îñöèëëÿòîð íàõîäèëñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.
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Óêàçàíèÿ ê ðåøåíèÿì è îòâåòû.

1.1. Îòâåò: âñå îïåðàòîðû ýðìèòîâû.
1.2. Óêàçàíèå: äâàæäû âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì ýðìèòîâî- ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

∫
φ∗(x)ABΨ(x)dx =

∫
(A+φ)∗(x)BΨ(x)dx =

∫
(B+A+φ)∗(x)Ψ(x)dx =

∫
((AB)+φ)∗(x)Ψ(x)dx.

Îòâåò: (AB)+ = B+A+, [A,B]+ = (AB −BA)+ = [B+, A+].
1.3. Îòâåò: {exp(i∂/∂ϕ)}+ = exp(i∂/∂ϕ).
1.4. Óêàçàíèå: TaΨ(x) ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè Ψ(x− a).
Îòâåò: T+

a = T−a. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψα(x) = exp(iαx/a) îòâå÷àþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
λα = e−iα, îáðàçóþùèì íåïðåðûâíûé ñïåêòð (α− äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.)

1.5. Óêàçàíèå: ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæèòå ñîîòíîøåíèÿ:

[x, pnx ] = ih̄
∂

∂px
pnx = ih̄npn−1

x ;

[px, xn] = −ih̄ ∂

∂x
xn = −ih̄nxn−1,

è äàëåå âîñïîëüçóéòåñü ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè F (px, x) â ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä Òåéëîðà.
1.6. Óêàçàíèå: ðàçëîæèòü F (B) â ðÿä è ïðèìåíèòü ðàâåíñòâî

eαaBne−αa = (eαaBe−αa)n.

Â ÷àñòíîñòè,
eiαpx/h̄xe−iαpx/h̄ = x+ eiαpx/h̄[x, e−iαpx/h̄] = x+ α.

1.7. Óêàçàíèå: ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð B(α) = eαABe−αA óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

dB(α)
dα

= [A,B(α)]

èëè
B(α) = B +

∫ α

0

dξ[A,B(ξ)],

è âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì èòåðàöèé.
1.8. Óêàçàíèå: ââåäèòå ôóíêöèþ F (α) = eαAeαB , F (1) = eAeB , òîãäà

dF

dα
= AF + eαABeαB = (A+ eαABe−αA)F (α).

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî α íàõîäèì:

F (α) = exp{
∫ α

0

dξ(A+ eξABe−ξA)}.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðîâ A,B. Åñëè êîììóòàòîð [A,B] ÿâëÿåòñÿ
ñ-÷èñëîì, òî [A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0, à çíà÷èò, èç ñîîòíîøåíèÿ, äîêàçàííîãî â ç.1.7 ñëåäóåò, ÷òî

eαABe−αA = B + α[A,B], F (α) = exp{α(A+B) + (α2/2)[A,B]}.

1.9. Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü îïðåäåëåíèå êîììóòàòîðà [A,B] = AB −BA.
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1.10. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ áèëèíåéíîñòüþ îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ [A + B,C + D] =
[A,C] + [A,D] + [B,C] + [B,D], è êîììóòàòîðàìè [x, px] = ih̄.

Îòâåò: [a, a+] = 1, [a, a+a] = a, [a, (a+)n] = n(a+)n−1, [a+, an] = −nan−1; (p2/2m) + (mω2x2/2) =
h̄ω(a+a+ 1

2 ).
1.11. Îòâåò: ~p · ~A− ~A · ~p =

∑3
i=1[pi, Ai(~r)] = −ih̄div ~A.

1.12. Îòâåò: [Li, Lj ] = ih̄εijkLk (ñóììà ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì); [Li, ~L2] = 0, [Lz, L±] = ±L±.
1.13. Èñïîëüçîâàòü ÿâíûé âèä ìàòðèö Ïàóëè â σz−ïðåäñòàâëåíèè.
Îòâåò: [σi, σj ]+ = σiσj + σjσi = 2δij .
1.14. Óêàçàíèå: (A+A)2 = A+(I − A+A)A = A+A;A+A+ = (AA)+ = 0;A+AΨ = λΨ, (A+A)2Ψ =

λ2Ψ = (A+A)Ψ = λΨ, ïîýòîìó λ2 = λ, λ = 0 èëè λ = 1.
1.15. Ñì. óêàçàíèå ê ç.1.7 è 1.8.
1.16. Ñîãëàñíî ç.1.8.

eB = e−Aexp{A+
∫ 1

0

dξeξABe−ξA} = eAexp{−A+
∫ 1

0

dξe−ξABeξA}.

Ñäåëàâ çàìåíó B = A+ C, íàõîäèì c ó÷åòîì ç.1.6.

eA+C = eAexp{
∫ 1

0

dξe−ξACeξA} = exp{
∫ 1

0

dξe−(ξ−1)ACe(ξ−1)A}eA = exp{
∫ 1

0

dαeαACe−αA}eA.

2.1. Óêàçàíèå: ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Ψµ
j ìàòðèöû Ïàóëè σj , (j = x, y, z), îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåí-

íîìó çíà÷åíèþ λµj , (µ = 1, 2), ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ σjΨµ
j = λµj Ψµ

j (ñóììè-
ðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì çäåñü íåò).

Ψ(1)
x =

1√
2

(
1
1

)
, λ1 = 1; Ψ(2)

x =
1√
2

(
1
−1

)
, λ2 = −1;

Ψ(1)
y =

1√
2

(
1
i

)
, λ1 = 1; Ψ(2)

y =
1√
2

(
1
−i

)
, λ2 = −1;

α = Ψ(1)
z =

1√
2

(
1
0

)
, λ1 = 1;β = Ψ(2)

z =
1√
2

(
0
1

)
, λ2 = −1.

Îòâåò: Ìàòðèöà T = |Ψx〉〈Ψz| óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îò σz ê σx−ïðåäñòàâëåíèþ èìååò
ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Tµν = {Ψµ

z }+ ·Ψν
x, ãäå Ψµ

z - µ−ûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû σz, Ψν
x− ν−ûé

ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû σx, µ, ν = 1, 2;T+T = I,

T =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
; I =

(
1 0
0 1

)
.

2.2. Óêàçàíèå: ýòî ñîñòîÿíèå α, szα = (h̄/2)α;

〈α|sz|α〉 = α+szα = h̄/2, 〈α|s2
z|α〉 = h̄2/4;

äèñïåðñèÿ
D(sz) = 〈s2

z〉 − 〈sz〉2 = 0; 〈α|sx|α〉 = 0,

s2
x = (h̄2/4)σ2

x = (h̄2/4)I;D(sx) = (h̄2/4).

2.3. Îïåðàòîð ýíåðãèè ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå ~B = (0, 0, Bz) ðàâåí HB = −µ0~σ · ~B =
−µ0σ − zBz, µ0 = eh̄/2mec−ìàãíåòîí Áîðà, me−ìàññà ýëåêòðîíà. Óðîâíè ýíåðãèè è ñòàöèîíàðíûå
ñîòîÿíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû èç óðàâíåèÿ HBΨ = EBΨ.
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Îòâåò: Ψ(1) = α,E
(1)
B = −µ0Bz,Ψ(2) = β,E

(2)
B = µ0Bz.

2.4. Îòâåò: ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð íåïðåðûâåí. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, íîðìèðîâàííûå íà δ−ôóíêöèþ
îò ýíåðãèè, èìåþò âèä:

ΨE(x) = (2πh̄)−1/2(m/2E)−1/4{Aexp(ip0x/h̄) +Bexp(−ip0x/h̄)},

|A|2 + |B|2 = 1, p0 =
√

2mE,m−ìàññà ÷àñòèöû.
2.5. Óêàçàíèå: ãàìèëüòîíèàí ÷àñòèöû ñ ìàññîé µ íà êîëüöåH = (−h̄2/2µR2)(d2/dϕ2) = (L2

z/2µR
2), Lz =

−ih̄(d/dϕ)−îïåðàòîð ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü z, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëîñêîñòè êîëüöà.
Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ Ψ(ϕ) óäîâëåòâîðÿåò ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ Øðå-
äèíãåðà:

d2

dϕ2
Ψ + κ2Ψ = 0,

ãäå κ2 = (2µE/h̄2)R2. Îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå Ψ(ϕ) = Ψ(ϕ+ 2π) ñ ýíåðãèåé Em = (h̄2m2/2µR2) èìååò
âèä

Ψ(ϕ) =
1√
2π
{C1e

imϕ + C2e
−imϕ},

ãäå m = 1, 2, 3, ..−öåëîå ÷èñëî, |C1|2 + |C2|2 = 1.〈Lz〉 = h̄m(|C1|2−|C2|2); 〈(∆Lz)2〉 = 4h̄2m2|C1|2|C2|2.
2.6. Îòâåò: íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòàA = (πa2)−1/4; 〈x〉 = 0, 〈px〉 = h̄k, 〈(∆x)2〉 = a2/2, 〈(∆px)2〉 =

h̄2/2a2. Äëÿ äàííîãî ãàóññîâñêîãî âîëíîâîãî ïàêåòà âûïîëíÿåòñÿ ìèíèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå íåîïðå-
äåëåííîñòåé: 〈(∆px)2〉〈(∆x)2〉 = h̄2/4.

2.7. Óêàçàíèå: äëÿ íåêîììóòèðóþùèõ ýðìèòîâñêèõ îïåðàòîðîâ A,B : [A,B] = iC,C+ = C, ââåñòè
íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ ïàðàìåòðà α : J(α) =

∫ |(α∆A − i∆B)Ψ|2dx, ãäå ∆A = A − 〈A〉,∆B =
B−〈B〉, [∆A,∆B] = iC. Èñïîëüçóÿ ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðîâ ∆A,∆B, à òàêæå îïðåäåëåíèå ñðåäíåãî
〈A〉 =

∫
Ψ∗(x)AΨ(x)dx, ïðèâåñòè j(α) ê âèäó:

J(α) = α2〈(∆A)2〉+ α〈C〉+ 〈(∆B)2〉.

Èç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé
〈(∆A)2〉〈(∆B)2〉 > 1

4 〈C〉2.
2.8. Èç ç.2.7. ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ îïåðàòîðîâ R è S : ∆S∆R > 1

2 〈|[R,S]|〉, ãäå ∆S =
〈(∆S)2〉1/2− ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå (èëè ñòàíäàðò) ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû S. Ïðîèçâîäíàÿ
îïåðàòîðà R(t) ïî âðåìåíè òàêæå ïðîïîðöèîíàëüíà êîììóòàòîðó h̄ ∂

∂tR(t) = i[H,R], ãäå H- ãàìèëü-
òîíèàí, ÿâíî íå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè. Ïóñòü S = H,∆E = 〈(∆H)2〉1/2, òîãäà ∆E∆R > h̄

2 |(∂R/∂t)|.
Âçÿâ èíòåãðàë

∫ t+∆t

t
ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ∆E = Const, íàõîäèì

∆E∆t >
h̄

2
|〈Rt+∆t〉 − 〈Rt〉|

∆R
,

ãäå 〈∆R〉− ñðåäíåå çà âðåìåííîé èíòåðâàë ∆t çíà÷åíèå ñòàíäàðòà ∆R. Åñëè ∆T− ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ, çà êîòîðîå ñðåäíåå çíà÷åíèå êàêîé-ëèáî âåëè÷èíû R èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó åå ñòàíäàðòà,
òî ∆E∆T > h̄

2 .
2.9. Óêàçàíèå: âðåìÿ ïîëåòà π−ìåçîíà ∆t ' r0/c,∆E ' h̄/∆t ' h̄c/ro ' mπc

2.
Îòâåò: mπ ' h̄/r0c.

2.10. Îòâåò: Ψn(x) =
√

2
aSin(πna x), 0 < x < a, n = 1, 2, 3, ...;En = (h̄πn)2

2µa2 ; 〈x〉 = 〈n|x|n〉 =

a/2, 〈(∆x)2〉 = (a2/12)(1− 6
π2n2 ).

2.11. Óêàçàíèå: ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Pn(p) = |Ψn(p)|2, ãäå Ψn(p) =∫
dxΨ∗p(x)Ψn(x)− âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, Ψp(x) = (2πh̄)−1/2exp{ ipxh̄ }−

âîëíà äå Áðîéëÿ.
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Îòâåò:
Pn(p) =

4πh̄3an2

(p2a2 − π2h̄2n2)2
· fn(p),

ãäå fn(p) = Cos2(pa/2h̄), åñëè n- íå÷åòíîå ÷èñëî, fn(p) = Sin2(pa/2h̄), åñëè n- ÷åòíîå ÷èñëî; 〈p〉 =
0, 〈(∆p)2〉 = π2h̄2n2/a2.

2.12. Óêàçàíèå: ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

d2

dx2
Ψ(x) =

2m
h̄2 [U(x)− E] Ψ(x)

âáëèçè òî÷êè x = 0 ïî áåñêîíå÷íî ìàëîìó èíòåðâàëó [−ε,+ε], ãäå ε > 0. Åñëè U(x) â òî÷êå x = 0
èçìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íîå çíà÷åíèå, òî ïðîèçâîäíàÿ âîëíîâîé ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíà:
Ψ′(+ε) = Ψ′(−ε). Åñëè U(x) = αδ(x), òî

Ψ′(+ε) = Ψ′(−ε) +
2m
h̄2 αΨ(0)

ïðîèçâîäíàÿ èìååò ðàçðûâ ïðè x = 0.
2.13. Óêàçàíèå: ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷àñòèöà ïàäàåò íà áàðüåð ñëåâà ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé

âåðîÿòíîñòè. Òîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè x < 0 èìååò âèä: ΨI(x) = eikx + ae−ikx, ãäå
k =

√
2mE/h̄2, E− ýíåðãèÿ ÷àñòèöû (E > 0). Â îáëàñòè x > 0 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îïèñûâàåòñÿ âû-

ðàæåíèåì: ΨII(x) = beikx (îòðàæåííîé âîëíû çäåñü íåò). Óñëîâèÿ ñøèâêè ΨI(0) = ΨII(0); Ψ′II(0) =
Ψ′I(0) + 2m

h̄2 αΨI(0) äàþò:

b =
(

1 + i
mα

h̄2k

)−1

; a = −imα
h̄2k

(
1 + i

mα

h̄2k

)−1

.

Ïëîòíîñòü ïîòîêà âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

~j =
ih̄

2m
(Ψ∇Ψ∗ −Ψ∗∇Ψ) .

Òîãäà ïàäàþùèé íà áàðüåð ïîòîê j = h̄k/m, îòðàæåííûé ïîòîê j = −(h̄k/m)|a|2 è ïðîøåäøèé ÷åðåç
áàðüåð ïîòîê j = (h̄k/m)|b|2. Êîýôôèöèåíò ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà (âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ)

D = |j/j| = |b|2 =
2h̄2E

mα2 + 2h̄2E
;

êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò áàðüåðà

R = |j/j| = |a|2 =
mα2

mα2 + 2h̄2E
;

R+D = 1.
2.14. Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü òîëüêî ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé E = −|E| < 0. Âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä:

ΨI(x) = aeκx(x < 0); ΨII(x) = be−κx(x > 0);

κ =
√

2m|E|/h̄2 (ó÷òåíû òîëüêî ñïàäàþùèå ðåøåíèÿ). Ñøèâêà äàåò a = b;κ = mα/h̄2. Îòâåò:
èìååòñÿ òîëüêî îäíî ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé E = −(mα2/2h̄2) è âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ(x) =
(κ)−1/2e−κ|x|, íîðìèðîâàííîé íà åäèíèöó.
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2.15. Ìîäåëü Êðîíèãà-Ïåííè. Óêàçàíèå: ó÷åñòü, ÷òî íà ïåðèîäå ðåøåòêè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðè-
îáðåòàåò äîïîëíèòåëüíóþ ôàçó: Ψ(x + a) = eikaΨ(x) (ò.ê. U(x + a) = U(x), à Ψ(x + a) è Ψ(x)
óäîâëåòâîðÿþò èäåíòè÷íûì ïî ôîðìå óðàâíåíèÿì Øðåäèíãåðà).

Âîëíîâûå ôóíêöèè èìåþò âèä: ΨI(x) = C1e
iκx + C2e

−iκx (â I îáëàñòè: −a < x < 0 ); ΨII(x) =
C3e

iκx + C4e
−iκx (â II îáëàñòè: 0 < x < a ); ΨII(x) = C5e

iκx + C6e
−iκx (â III îáëàñòè: a < x < 2a

), ãäå κ =
√

2µE/h̄2. Åñëè x ïðèíàäëåæèò I îáëàñòè, òî x + a ïðèíàäëåæèò II îáëàñòè. Ïîýòîìó
ΨII(x+ a) = eikaΨI(x), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî C3 = ei(k−κ)aC1;C4 = ei(k+κ)aC2. Óñëîâèÿ ñøèâêè äàþò:
C1 + C2 = C3 + C4;C3 − C4 = C1 − C2 − i(2µ/h̄2)(α/κ)(C1 + C2). Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò
íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, åñëè ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E = h̄2κ2/2µ óäîâëåòâîðÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ:

cos(κa) + P
sin(κa)
κa

= cos(ka),

ãäå P = µαa/h̄2. Åñëè ââåñòè ïàðàìåòð β : tgβ = P/κa = µα
h̄2κ

, òî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ýëåêòðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó:

cos(κa− β)
cosβ

= cos(ka).

Ãðàíèöû ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí ëåæàò ïðè κa = πn èëè ïðè κa − 2β = πn, êîãäà cos(κa − β) =
±cos(ka).Ïîëàãàÿ κa = πn−ε, íàõîäèì: (−1)n(cosε−tgβsinε) = coska. Ò.î. ïðè ε→ +0 ëåâàÿ ñòîðîíà
ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, çíà÷èò, íèæå òî÷åê κa = πn èäóò ðàçðåøåííûå çî-
íû, à âûøå - çàïðåùåííûå çîíû. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî âûøå òî÷åê κa = πn+2β èäóò ðàçðåøåí-
íûå çîíû, à íèæå - çàïðåùåííûå çîíû. Íà÷àëî çàïðåùåííûõ çîí îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:Evn =
(π2h̄2/2µa2) · n2, à íà÷àëî ðàçðåøåííûõ çîí: Ecn = (π2h̄2/2µa2) · (n+ 2β/π)2.

2.16. Îòâåò: ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð íåïðåðûâåí. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè

CE(p) = (2πh̄F )−1/2exp

[
i

h̄F

(
Ep− p3

6µ

)]
, F = eε > 0,

- íîðìèðîâàíà íà δ− ôóíêöèþ îò ýíåðãèè:
∫ +∞

−∞
dpC∗E(p)CE′(p) = δ(E − E′).

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä:

ΨE(x) =
∫
dpeipx/h̄CE(p) =

1
2πh̄
√
F

∫ +∞

−∞
dpCos

[
p

h̄

(
x+

E

F

)
− p3

6µh̄F

]
.

2.17. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Ãàìèëüòîíèàí: H = h̄ω(a+a+ 1
2 ).

Óêàçàíèå: Ðàññìîòðåòü ñîñòîÿíèå a|0〉 è ïîêàçàòü, ÷òî åãî ýíåðãèÿ ìåíüøå ìèíèìàëüíîé: Ha|0〉 =
(Emin − h̄ω)a|0〉, è, çíà÷èò, a|0〉 = 0. Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä îïåðàòîðà a = 1√

2
(ξ + d

dξ ), ξ = x/x0, x0 =√
h̄/µω (ñì.ç.1.10.), íàõîäèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé Emin = h̄ω/2 :

|0〉 = Ψ0(x) = (πx2
0)−1/4exp

(
−x

2

x2
0

)
.

2.18. Óêàçàíèå: ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàòü ïåðåñòàíîâî÷íîå ñîîòíîøåíèå: Ha+ = a+H + h̄ωa+.
Òîãäà, ê ïðèìåðó, Ha+|0〉 = h̄ω(1 + 1

2 )a+|0〉;

H(a+)n|0〉 = h̄ω(n+
1
2

)(a+)n|0〉;n = 0, 1, 2, ..
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Ïðè âû÷èñëåíèè íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû Cn ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êîììóòàòîðîì [a, (a+)n] =
n(a+)n−1.

Îòâåò: Cn = (n!)−1/2,

|n〉 =
1√
n!

(a+)n|0〉;H|n〉 = h̄ω(n+
1
2

)|n〉.

2.19. Îòâåò: a+|n〉 = (n!)−1/2(a+)n+1|0〉 =
√
n+ 1|n + 1〉; a|n〉 =

√
n|n − 1〉. Îòëè÷íû îò íóëÿ

ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû: xn,n+1 = 〈n|x|n + 1〉 = (h̄/2µω)−1/2
√
n+ 1;xn,n−1 = 〈n|x|n − 1〉 =

(h̄/2µω)−1/2
√
n; 〈n − 1|p|n〉 = −iµω〈n − 1|x|n〉 = −i(h̄µω/2)−1/2

√
n; 〈n + 1|p|n〉 = iµω〈n + 1|x|n〉 =

i(h̄µω/2)−1/2
√
n+ 1.

2.20. Îòâåò: 〈n|p2|n〉 = h̄µω(n + 1/2); äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé èìïóëüñà â n−ì ñòàöèîíàðíîì
ñîñòîÿíèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ðàâíà: 〈n|(∆p)2|n〉 = h̄µω(n + 1/2); äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé
êîîðäèíàòû 〈n|(∆x)2|n〉 = (h̄/µω)(n+ 1/2); òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé

∆p = (〈n|(∆p)2|n〉)−1/2; ∆x = (〈n|(∆x)2|n〉)−1/2

ðàâíî: ∆p · ∆x = (h̄/2)(2n + 1), n = 0, 1, 2, .. Êâàíòîâûå øóìû ìèíèìàëüíû â îñíîâíîì (âàêóóì-
íîì) ñîñòîÿíèè (n = 0) ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, îïèñûâàåìîì ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïî
êîîðäèíàòàì (è ïî èìïóëüñàì): |Ψ0(x)|2 = (πx2

0)−1/2exp{−(x/x0)2}, x0 =
√
h̄/µω.

2.21. Êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå

Ψα(x) = |α〉 = (πx2
0)−1/4exp

[
1
2

(α2 − αα∗)
]
· exp

[
−1

2

(
x

x0
−
√

2α
)2
]

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ: a|α〉 = α|α〉, èëè
1√
2

(
x0

d

dx
+

x

x0

)
Ψα(x) = αΨα(x)

ñ êîìïëåêñíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà α. Ðàñïðåäåëåíèå ïî êîîðäèíàòàì îïèñûâàåòñÿ ïðè ýòîì ñìå-
ùåííîé ãàóññîâñêîé êðèâîé:

|Ψα(x)|2 = (πx2
0)−1/2exp

[
−
(
x

x0
−
√

2Reα
)2
]

;

〈x〉 =
√

2x0Reα; 〈p〉 =
√

2(h̄/x0)Imα; 〈(∆x)2〉 = x2
0/2; 〈(∆p)2〉 = (h̄2/2x2

0). Ïðîèçâåäåíèå ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé êîîðäèíàòû è ìïóëüñà â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè ìèíèìàëüíî:∆p ·∆x = (h̄/2).

2.22. Óêàçàíèå: ðàçëîæèòü Ψα(x) ïî ïîëíîìó íàáîðó ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà

Ψn(x) = |n〉 = (2nn!
√
πx0)−1/2exp

[
− x2

2x2
0

]
Hn(x/x0),

ãäå Hn(ξ) = (−1)neξ
2
(dn/dξn)e−ξ

2
: Ψα(x) =

∑
n CnΨn(x),

Cn =
∫ +∞

−∞
dxΨ∗n(x)Ψα(x) =

(−1)nx0(
√
πx02nn!)−1/2

∫ +∞

−∞
dξΨα(ξ)eξ

2
(dn/dξn)e−ξ

2
,

ξ = x/x0. Èíòåãðèðóÿ n−ðàç ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì

Cn =
αn√
n!
exp(−|α|2/2),

15



òàê ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä:

Ψα(x) = exp

(
−|α|

2

2

) ∞∑
n=0

αn√
n!

Ψn(x).

Ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãåòè÷åñêèì óðîâíÿì En = h̄ω(n+1/2) â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè Ψα(x) îïè-
ñûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé Ïóàññîíà |Cn|2 = (|α|2n/n!)e−|α|

2 ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 〈n〉 =
∑∞
n=0 n|Cn|2 =

|α|2.
2.23. Óêàçàíèå: â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð êîîðäèíàòû x̂ = ih̄ d

dp , îïåðàòîð èìïóëü-
ñà p̂ = p, è ãàìèëüòîíèàí H = (p2/2µ) − (µh̄2ω2/2)(d2/dp2), òàê ÷òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ
âîëíîâîé ôóíêöèè C(p) â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

[
d2

dp2
+

2µ
h̄2

1
µ2ω2

(
E − p2

2µ

)]
C(p) = 0.

Ñäåëàâ çàìåíó q = p/µω, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â òîé æå ôîðìå, ÷òî è â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè:

d2

dq2
C(q) +

2µ
h̄2

(
E − µω2q2

2

)
C(q) = 0.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä:

Cn(p) = (πh̄µω)−1/4(2nn!)−1/2exp

[
− p2

2µh̄ω

]
Hn(p/

√
µh̄ω).

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èìïóëüñàì ðàâíà: Pn(p) = |Cn(p)|2.
2.24. Óêàçàíèå: ïîëíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ íóæíî èñêàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ âîëíîâûõ ôóíê-

öèé îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà: Ψn1n2n3(x, y, z) = Ψn1(x)Ψn2(y)Ψn3(z).
Îòâåò: En1n2n3 = h̄ω1(n1 + 1/2) + h̄ω2(n2 + 1/2) + h̄ω3(n3 + 1/2), ãäå ni = 0, 1, 2, ..
2.25. Óêàçàíèå: îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå: U(x) = µω2x2/2−

eεx = (µω2/2)(x − eε/µω2)2 − e2ε2/2µω2. Äàëåå íåîáõîäèìî ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå: x̃ = x −
eε/µω2; Ẽ = E + e2ε2/2µω2.

Îòâåò: ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð: En = h̄ω(n+1/2)+e2ε2/2µω2, âîëíîâûå ôóíêöèè Ψε
n(x) = Ψn(x−

eε/µω2), ãäå Ψn(x)- âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îáû÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà; 〈d〉 = e〈x〉 = χε,
ñòàòè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü χ = e2/µω2.

2.26. Óðîâíè Ëàíäàó. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä:

p2
x + (py − (e/c)Bx)2 + p2

z

2µ
Ψ(x, y, z) = EΨ(x, y, z),

ãäå ~p = −ih̄∇− îïåðàòîð èìïóëüñà. Ò.ê. êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ íå çàâèñÿò îò y, z, òî
Ψ(x, y, z) ìîæíî èñêàòü â âèäå: Ψ(x, y, z) = ei(kyy+kzz)Ψ(x), ãäå Ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

d2

dx2
Ψ(x) +

2µ
h̄2

[
E − h̄2k2

z

2µ
− µω2

B

2

(
x− h̄kyc

eB

)2
]

Ψ(x) = 0.

Îòâåò: Ñïåêòð ýíåðãèè En,kz h̄ωB(n+ 1/2) + h̄2k2
z/2µ èìååò áåñêîíå÷íóþ êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ,

ò.ê. íå çàâèñèò îò ky; âîëíîâûå ôóíêöèè

Ψn,ky,kz (x, y, z) = Cne
i(kyy+kzz)exp(−ξ2/2)Hn(ξ), Cn = (µωB/πh̄)1/4(2nn!)−1/2, ωB = eB/µc.

2.27. Óêàçàíèå: âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ∂ | Ψ |2 /∂t.
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Îòâåò:
~j = (h̄/2iµ)(Ψ∗∇Ψ−∇Ψ∗Ψ)− (e/2µc) ~A | Ψ |2 .

2.28. Èç óðàâíåíèé Ãàéçåíáåðãà ih̄~̇r(t) = [~r(t),H]− ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ñêîðîñòè
~V = (~p− (e/c) ~A)/µ. Êîììóòàòîðû: [Vi, Vj ] = (ieh̄/µ2c)εijkBk; [xi, Vj ] = (ih̄/µ)δij .

2.30. Óêàçàíèå: íàïðàâèòü ìàãíèòíîå ïîëå ~B ïî îñè z, à ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ~ε - ïî îñè x è
èñïîëüçîâàòü êàëèáðîâêó âåêòîð-ïîòåíöèàëà Ax = 0, Ay = Bx,Az = 0. Òîãäà ãàìèëüòîíèàí èìååò
âèä:

H =
p2
x

2µ
+

(py − eBx/c)2

2µ
+
p2
z

2µ
− eεx.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìîæíî âûáðàòü â âèäå:

Ψn,py,pz ≡| E, py, pz〉 =
1

2πh̄
exp

[
i

h̄
(pyy + pzz)

]
Ψn(x).

Äëÿ Ψn(x) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.
Îòâåò:

| n, py, pz〉 =
1

2πh̄
exp

[
i

h̄
(pyy + pzz)

]
Ψosc
n (x− cpy/eB − µc2ε/eB2),

En,py,pz = h̄ω0(n+ 1/2) + p2
z/2µ− cεpy/B − µc2ε2/2B2, n = 0, 1, 2, ...;

Ψn(x)− âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ω0 =| eB | /µc.
2.31. Îòâåò: ìàãíèòíîå ïîëå âíå ñîëåíîèäà ðàâíî íóëþ, ê ïðèìåðó,

Bz =
1
r

[
∂(rAϕ)
∂r

− ∂Ar
∂ϕ

]
;

(Bz)ext = 0; ñèëà Ëîðåíöà â îáëàñòè äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà òàêæå ðàâíà íóëþ.
Îäíàêî óðîâíè ýíåðãèè ýëåêòðîíà íà êîëüöå ñìåùàþòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîòåíöèàëà Ààðîíîâà-

Áîìà: Em = (h̄2/2µr2
0)(m − Φ/Φ0)2, ãäå m - ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî (m = 0,±1,±2, ..), Φ0 =

hc/e = 2πh̄c/e - êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà; Φ = πR2B - ìàãíèòíûé ïîòîê âíóòðè ñîëåíîèäà. Âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ïðè ýòîì Ψn(ϕ) = (2π)−1/2exp{imϕ}. Ïîòåíöèàë Àaðîíîâà-Áîìà ñíèìàåò
âûðîæäåíèå ñîñòîÿíèé ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ìàãíèòíîãî êâàíòîâîãî
÷èñëà ±m.

2.32. Óêàçàíèå: âîëíîâóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (H0 + V )Ψ = EΨ, íóæíî
èñêàòü â âèäå: Ψ = C1Ψ(0)

1 + C2Ψ(0)
2 , ãäå H0Ψ(0)

i = E
(0)
i Ψ(0)

i , i = 1, 2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ Cn :
∑
n

[Vkn + (E(0)
k − E)δkn]Cn = 0,

èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ åñëè ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà:

E =
1
2

(E(0)
1 + E

(0)
2 )±

√
1
4

(E(0)
2 − E(0)

1 )2+ | V12 |2,

ãäå Vnk = 〈n|V |k〉− ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, âçÿòûé ïî íåâîçìóùåííûì âîëíîâûì ôóíêöèÿì Ψ(0)
i .

2.33. Îòâåò:

Ψ(r, θ, ϕ) =
1√
3
R(r)

[
eiα0Y1,0(θ, ϕ) + eiα1Y1,+1(θ, ϕ) + eiα−1Y1,−1(θ, ϕ)

]
.

Çäåñü αj− íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû, R(r)− ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò r.
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2.34. Óêàçàíèå: â îáëàñòè x > 0 èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå ó. Øðåäèíãåðà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà, äàëåå ñøèòü ýòî ðåøåíèå ñ òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì â îáëàñòè x < 0. Îñòàíóòñÿ òîëüêî
óðîâíè ñ íå÷åòíûìè n = 2l + 1, l = 0, 1, 2, ..

Îòâåò: El = h̄ω(2l + 3/2); Ψl(x) = Ψosc
2l+1(x), ãäå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ω =√

| k | /µ èìååò âèä

Ψosc
n (x) =

(µω
πh̄

)1/4 1√
2nn!

exp

(
µωx2

2h̄

)
Hn

(
x

√
µω

h̄

)
,

Hn(ξ)− ïîëèíîì Ýðìèòà.

3.1. Îòâåò:
H =

~p2

2µ
+ U(r) = Tr +

1
2µr2

~L2 + U(r),

ãäå îïåðàòîð ðàäèàëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Tr = − h̄
2

2µ

(
∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r

)
= − h̄

2

2µ
1
r

∂2

∂r2
(r · ...) .

Îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòà èìïóëüñà

~L2 = −h̄2∆θϕ = −h̄2

[
1

sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
+

1
sin2θ

(
∂2

∂ϕ2

)]
.

Ïîëíûé íàáîð ñîñòàâëÿþò îïåðàòîðû H, ~L2, Lz = −ih̄∂/∂ϕ, òàê ÷òî ïîëíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò
âèä Ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Ylm(θ, ϕ). Øàðîâàÿ ôóíêöèÿ Ylm(θ, ϕ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì:

~L2Ylm = h̄2l(l + 1)Ylm;LzYlm = h̄mYlm.

Â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ ðàäèàëüíîé
ôóíêöèè R(r) :

− h̄2

2µr
d2

dr2
(rR) +

h̄2l(l + 1)
2µr2

R+ U(r)R = ER.

3.2. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì äëÿ ôóíêöèè R(r) (ç.3.1) è ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó
R(r) = χ(r)/r.

Îòâåò: Óðîâíè ýíåðãèè En = (πh̄n)2/(2µr2
0), n = 1, 2, .. Âîëíîâûå ôóíêöèè

Ψn(r, θ, ϕ) =
1√

2πr0

1
r
sin

(
πn

r0
r

)
, r ≤ r0.

Ñèëà äàâëåíèÿ Fn = −(∂En/∂r0) = (πh̄n)2/(µr3
0) > 0.

3.3. Îòâåò: 〈r〉 = r0/2, 〈(∆r)2〉 = (r2
0/12)(1− 6/π2n2); pr = −ih̄∂/∂r.

3.4. Îòâåò: 〈r〉 = 3a/2; 〈(∆r)2〉 = 3a2/4, r = a = h̄2/µe2− ïåðâûé áîðîâñêèé ðàäèóñ.
3.5. Óêàçàíèå: â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

∇ = {∂/∂r, (1/r)(∂/∂θ), (1/rsinθ)(∂/∂ϕ)}.
Äëÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

~j = (eh̄/2iµ)(Ψ∗∇Ψ−∇Ψ∗Ψ)

â àòîìå âîäîðîäà ñ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè Ψnlm(rθ, ϕ) = Rnl(r)Plm(cosθ)eimϕ, ãäå Plm(cosθ)− âå-
ùåñòâåííûé ïîëèíîì Ëåæàíäðà, íàõîäèì

jr = 0, jθ = 0, jϕ =
h̄m

µrsinθ
| Ψnlm |2 .
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3.6. Óêàçàíèå: ñðåäíèé ïîòåíöèàë ϕe(r), ñîçäàâàåìûé ýëåêòðîííûì îáëàêîì â òî÷êå ~r, îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ∆ϕe = −4πρ(r), ãäå ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà èìååò
âèä ρ(r) = −|e| | Ψ100 |2 (r), ïðè÷åì | Ψ100 |2= (1/πa3)exp(−2r/a) çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëÿ ðàäèóñ-
âåêòîðà r. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ϕe(0) < ∞;ϕe(∞) = 0, äëÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðîííîãî îáëàêà íàõîäèì:
ϕe(r) = (|e|/a)(1 + a/r)exp(−2r/a). Ñ ó÷åòîì ïîòåíöèàëà ÿäðà ϕN = |e|/r ïîëíûé ïîòåíöèàë, ñîçäà-
âàåìûé àòîìîì âîäîðîäà íà ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà ðàâåí ϕ(r) = (|e|/a)(1 + a/r)exp(−2r/a), ãäå a−
áîðîâñêèé ðàäèóñ.

3.7. Îòâåò: [L+, L−] = 2h̄Lz; [Lz, L±] = ±h̄ÃL±;Lz(L±|l,m〉) = h̄(m± 1)L±|l,m〉.
3.8. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàòîðíûìè ñîîòíîøåíèÿìè L+L− = ~L2 − L2

z + Lz, (L−)+ =
L+, 〈l,m− 1 | L− | l,m〉 = 〈l,m | L+ | l,m− 1〉∗.

Îòâåò: îòëè÷íû îò íóëÿ ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû:

〈l,m | L+ | l,m− 1〉 = 〈l,m− 1 | L− | l,m〉 = h̄
√

(l +m)(l −m+ 1);

〈l,m | Lx | l,m− 1〉 = 〈l,m− 1 | Lx | l,m〉 = (h̄/2)
√

(l +m)(l −m+ 1);

〈l,m | Ly | l,m− 1〉 = −〈l,m− 1 | Ly | l,m〉 = −(ih̄/2)
√

(l +m)(l −m+ 1).

3.9. Îòâåò: 1) 〈Lz〉 = h̄m; 〈Lx〉 = 〈Ly〉 = 0.
2) 〈(∆Lx)2〉〈(∆Ly)2〉 = (h̄4/4)[l(l + 1)−m2]2 ≥ (h̄4m2/4); 〈(∆Lz)2〉 = 0.

4.1. Óêàçàíèå: íà÷àëüíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ðàçëîæèòü ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà
èìïóëüñà, êîòîðûå â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè.

Îòâåò: Ñîñòîÿíèå 1 - íåñòàöèîíàðíîå. Ψ(x, t) = (1/2h̄
√
π)exp{imx2/2h̄t}.

4.2. Îòâåò:

Ψ(r, θ, ϕ, t) = 2−1/2[R10(r)Y00(θ, ϕ)exp{−iE1t/h̄}+R21(r)Y10(θ, ϕ)exp{−iE2t/h̄}],

ãäå E1, E2 - ýíåðãèè îñíîâíîãî è ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà. Ñðåäíåå çíà÷å-
íèå äèïîëüíîãî ìîìåíòà àòîìà â ìîìåíò âðåìåíè t : 〈dz〉(t) = C0 e a sinω21t, ãäå 0 ' 1. Àòîì áóäåò
èçëó÷àòü íà ÷àñòîòå ω21 = (E2 − E1)/h̄ = (3/8)mee

4/h̄3.
4.3. Îòâåò: Ψ(x, t) = 2−1/2[Ψ1(x)exp{−iE1t/h̄}+ Ψ2(x)exp{−iE2t/h̄}].
4.4. Óêàçàíèå: ðàçëîæèòü íà÷àëüíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïî âîëíàì äå-Áðîéëÿ. Ïðè ýòîì íà-

÷àëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíà

C(p) =
(
σ2

πh̄2

)1/4

exp

(
−π

2σ2

2h̄2

)
.

Îòâåò:
Ψ(x, t) = (πσ2)−1/4(1 + ih̄t/mσ2)−1/2exp

[
− x2

2σ2(1 + ih̄t/mσ2)

]
;

| Ψ(x, t) |2=
1√
πσ2

1√
1 + (h̄t/mσ2)2

exp

[
− x2

2σ2[1 + (h̄t/mσ2)2]

]
.

∆x =
√
〈(∆x)2〉 = (σ/

√
2)
√

1 + (h̄t/mσ2)2.
4.5. Îòâåò: Ñðåäíèé ìàãíèòíûé ìîìåíò 〈~µ〉 = (0, 0, µz = µB/2). Ìàãíèòî-äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ

íå áóäåò, ò.ê. ñðåäíèé ìàãíèòíûé ìîìåíò íå èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè.
4.6. Óêàçàíèå: ðàçëîæèòü íà÷àëüíîå êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ïî ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèÿì ãàðìî-

íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà Ψn(x) ñ ýíåðãèåé En = h̄ω(n+1/2) (ñì. ç.2.22). Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â ìîìåíò
âðåìåíè t ìîæåò áûòü íàéäåíà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà ýâîëþöèè:

Ψ(x, t) = exp{−iĤt/h̄}Ψ(x, 0) =
∑
n

Cnexp{−iEnt/h̄}Ψn(x),
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ãäå êîýôôèöèåíòû Cn íàéäåíû â çàäà÷å 2.23.
Îòâåò:

Ψα(x, t) = (πx2
0)−1/4e−iωt/2exp

[
1
2

(α2(t)− | α |2)
]
exp

[
−1

2
(
x

x0
−
√

2α(t))2

]
,

α(t) = αexp(−iωt);
| Ψα(x, t) |2=

1√
πx0

exp

[
− 1
x2

0

(x− xc(t))2

]
.

Öåíòð òÿæåñòè âîëíîâîãî ïàêåòà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷å-
ñêèìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ:

xc(t) =
√

2x0Re
(
αeiωt

)
= xmaxcosωt,

à ôîðìà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.
4.7. Óêàçàíèå: âîëíîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî èñêàòü â âèäå:

Ψ(t) = C1(t)Ψ1exp(−iE1t/h̄) + C2(t)Ψ2exp(−iE2t/h̄),

ãäå Ĥ0Ψi = EiΨi, i = 1, 2. Ïðåíåáðåãàÿ êîëåáàíèÿìè íà óäâîåííîé ÷àñòîòå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
Ci, i = 1, 2 ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ: C̈i+Ω2Ci = 0, ãäå Ω =| V12 | /2h̄− ÷àñòîòà Ðàáè, V12 = −d12ε0, d12 =
〈Ψ1 | d | Ψ2〉− ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïî íà÷àëüíûì âîëíîâûì ôóíêöè-
ÿì. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ íà íèæíåì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå,
ò.å. C1(0) = 1, C2(0) = 0, òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 èìååò âèä:

Ψ(t) = cosΩtexp(−iE1t/h̄)Ψ1 − i{V21/2h̄Ω}sinΩtexp(−iE2t/h̄)Ψ2.

Âåðîÿòíîñòü âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû îñöèëëèðóåò ñ ÷àñòîòîé Ðàáè: P2(t) = sin2Ωt.
4.8. Îòâåò: êîîðäèíàòû ÷àñòèöû â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

ýâîëþöèîíèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x(t) = x(0) + vx(0)
sinωct

ωc
+ vy(0)

1− coaωct
ωc

;

y(t) = y(0) + vy(0)
sinωct

ωc
− vx(0)

1− coaωct
ωc

.

4.9. Îòâåò:
p(t) = p(0) + eεt; v(t) = (∆d/2h̄)sin

[
p(0)d
h̄

+ ΩBt
]

;

x(t) = x(0) +
∆
eε
sin(ΩBt/2)sin

[
p(0)d
h̄

+
ΩBt

2

]
;

ΩB = eεd/h̄− ÷àñòîòà áëîõîâñêèõ îñöèëëÿöèé.
4.10. Óêàçàíèå: óäîáíî ïåðåéòè âî âðàùàþùóþñÿ ñèñòåìó îòñ÷åòà è ââåñòè íîâûå ñïèíîâûå ïå-

ðåìåííûå:
X(t) = σxcosω0t+ σysinω0t,

Y (t) = −σxsinω0t+ σycosω0t.

Îòìåòèì, ÷òî ýòè îïåðàòîðû ÿâíî çàâèñÿò îò âðåìåíè è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì
äâèæåíèÿ:

d3

dt3
X(t) + Ω2X(t) = 0;

d2

dt2
Y (t) + Ω2Y (t) = 0;

d3

dt3
σz(t) + Ω2σz(t) = 0,
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ãäå Ω2 = ω2
0 + ∆2; ∆ = −2gµ0B0.

Îòâåò:
X(t) = X(0) +

ω0

Ω
Y (0)sinΩt− 1− cosΩt

ω2
(ω2

0X(0) + ω0∆σz(0);

σz(t) = σz(0) +
∆
Ω
Y (0)sinΩt− 1− cosΩt

ω2
(∆2σz(0) + ω0∆X(0));

Y (t) = Y (0)cosΩt− sinΩt
Ω

(ω0X(0) + ∆σz(0)).

Ìàòðèöû Ïàóëè â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ìîãóò áûòü íàéäåíû ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé:

σx(t) = X(t)cosω0t− Y (t)sinω0t;

σy(t) = X(t)sinω0t+ Y (t)cosω0t.

5.1. Îòâåò: E(2)
n = − | eε |2 /2mω2, ãäå ω− ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà.

5.2. Îòâåò: óìåíüøèòñÿ:
E

(2)
0 =

∑

k

| V0k |2
E

(0)
0 − E(0)

k

< 0,

ò.ê. E(0)
0 < E

(0)
k .

5.3. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè òåîðèè âîçìóùåíèé:

En = E(0)
n + Vnn +

∑

k 6=n

| Vnk |2
E

(0)
n − E(0)

k

;

Ψn = Ψ(0)
n +

∑

k 6=n

Vkn

E
(0)
n − E(0)

k

Ψ(0)
k .

Çäåñü Vnk− ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ ïî íà÷àëüíûì âîëíîâûì ôóíêöèÿì
Ψ(0)
n ,Ψ(0)

k . Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû:

xnk =

√
h̄

2mω
(
√
nδn,k+1 +

√
n+ 1δk,n+1);

(x2)nl =
h̄

2mω
[
√
n(n− 1)δn,l+2 + (2n+ 1)δnl +

√
(n+ 1)(n+ 2)δn,l−2];

(x3)nk =
(

h̄

2mω

)3/2

[
√
n(n− 1)(n− 2)δn,k+3 + 3n3/2δn,k+1+

3(n+ 1)3/2δn,k−1 +
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)δn,k−3];

(x4)nn =
(

h̄

2mω

)2

[3n2 + (3n+ 1)2].

Îòâåò:
En = h̄ω(n+ 1/2) + 3ζ

(
h̄

2mω

)2

(2n2 + 2n+ 1)−

λ2

h̄ω

(
h̄

2mω

)3

(30n2 + 30n+ 11).
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5.4. Óêàçàíèå: íåâîçìóùåííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà èìååò âèä:

Ψnlm =| nlm〉 = Rnl(r)Plm(cosθ)eimϕ.

Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñî ñëàáûì ìàãíèòíûì ïîëåì V = (ih̄e/µc)( ~A · ∇) ïðîïîðöèî-
íàëüíà îïåðàòîðó ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü z Lz = −ih̄(∂/∂ϕ) :

V =
(
ih̄ωc

2

)(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
= −ωc

2
Lz,

ãäå ωc = eB/µc− öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà, µ− ìàññà ýëåêòðîíà.
Îòâåò: E(1)

n = −(h̄ωc/2)m, m− ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî.
5.5. Îòâåò: óðîâíè ýíåðãèè ñ ÷åòíûìè n íå ñäâèãàþòñÿ. Ñäâèã íå÷åòíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì: E2l+1 = 2α/a.
5.6. Óêàçàíèå: íåâîçìóùåííûå âîëíîâûå ôóíêöèè ÷àñòèöû íà êîëüöå èìåþò âèä: Ψ(0)

m (ϕ) =
(2π)−1/2exp{imϕ}.

Îòâåò: ñäâèã ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé: E(2)
m = (2µr2

0/h̄
2)(eεr0)2/(4m2 − 1).

5.7. Óêàçàíèå: ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ: x′ = x, y′ = y, z′ = az/b. Ò.ê. | ε |¿ 1, ε = (a − b)/a,
ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå: H = H0 + V, ãäå

H0 = − h̄2

2m

(
∂2

∂x′2
+

∂2

∂y′2
+

∂2

∂z′2

)
;V = − h̄

2

m
ε
∂2

∂z′2
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè è ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû â ñôåðè-
÷åñêîé ÿìå ñ íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè

Ψ(0)
0 =

1√
2πa

1
r′
sin

πr′

a
;E(0)

0 =
h̄2π2

2ma2
,

äëÿ ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîëó÷àåì: E(1)
0 = (h̄2π2ε/3ma2).

5.8. Óêàçàíèå: óðîâíþ ýíåðãèè ñ n = 2 îòâå÷àþò 4 íåâîçìóùåííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè:

Ψ(0)
1 =| 200〉 = R20(r); Ψ(0)

2 =| 210〉 = R21(r)cosθ;

Ψ(0)
3 =| 211〉 = R21(r)sinθeiϕ; Ψ(0)

4 =| 21,−1〉 = R21(r)sinθe−iϕ,

ãäå
R20(r) =

1√
8πa3

(
1− r

2a

)
e−r/2a, R21(r) =

1√
8πa3

r

2a
e−r/2a.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà ñëåäóåò èñêàòü â âèäå: Ψ =
∑4
i=1 CiΨ

(0)
i . Ïðè ýòîì

ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè âû÷èñëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ äåòåðìèíàíòà

| (E(0)
2 − E)δik + 〈i | V | k〉 |= 0,

i, k = 1, 2, 3, 4. Îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äâà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòà îïåðàòîðà ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ
ýëåêòðîíà ñ âíåøíèì ïîëåì V = − | eε | z : 〈1 | V | 2〉 = 〈2 | V | 1〉 = 3 | eε | a.

Îòâåò: Óðîâåíü ýíåðãèè ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà íåâûðîæäåííûõ ïîäóðîâíÿ:

EI = E
(0)
2 + 3 | eε | a;EII = E

(0)
2 − 3 | eε | a;

è íà îäèí äâóêðàòíîâûðîæäåííûé ïîäóðîâåíü: EIII = EIV = E
(0)
2 ñ ñîîòâåòñâóþùèìè âîëíîâûìè

ôóíêöèÿìè:
ΨI =

1√
2

(
Ψ(0)

1 + Ψ(0)
2

)
; ΨII =

1√
2

(
Ψ(0)

1 −Ψ(0)
2

)
;
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ΨIII = CIII3 Ψ(0)
3 + CIII4 Ψ(0)

4 ; ΨIV = CIV3 Ψ(0)
3 + CIV4 Ψ(0)

4 .

5.9. Îòâåò: E1 = E(0) + A -òðåõêðàòíî âûðîæäåííûé óðîâåíü; E2 = E(0) − 3A -íåâûðîæäåííûé
óðîâåíü. Çäåñü E(0) - íåâîçìóùåííàÿ ýíåðãèÿ 1− S ñîñòîÿíèÿ.

5.10. Ïîä âîçäåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî âîçìóùåíèÿ äâóêðàòíî âûðîæäåííûé óðîâåíü ýíåðãèè ðàñ-
ùåïëÿåòñÿ íà äâà ïîäóðîâíÿ ñ ýíåðãèåé E + ∆ è âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ1(0) = 2−1/2(Ψ(0)

1 + Ψ(0)
2 ); ñ

ýíåðãèåé E −∆ è âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ2(0) = 2−1/2(Ψ(0)
1 −Ψ(0)

2 ). Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ýòèõ ñòàöè-
îíàðíûõ ñîñòîÿíèé îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

Ψ1(t) = Ψ1(0)exp{−i(E + ∆)t/h̄}; Ψ2(t) = Ψ1(0)exp{−i(E −∆)t/h̄}.
Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t â îáùåì ñëó÷àå ðàâíà ñóïåðïîçèöèè ñîñòîÿíèé Ψ1(t)
è Ψ2(t) : Ψ(t) = C1Ψ1(t) + C2Ψ2(t). Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ Ψ(0) = Ψ(0)

1 ñëåäóåò: C1 = C2 = 1/
√

2.
Òàêèì îáðàçîì,

Ψ(t) = exp{−iEt/h̄}
(
cos

∆t
h̄

Ψ(0)
1 − isin

∆t
h̄

Ψ(0)
2

)
.

Îòâåò: âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ Ψ(0)
1 â ñîñòîÿíèå Ψ(0)

2 îñöèëëèðóåò ñî âðåìåíåì: P (t) =
sin2(∆t/h̄).

5.14. Óêàçàíèå: âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì:

D = D0exp

[
−2
√

2µ
h̄

∫ x2

x1

√
U(x)− Edx

]
,

ãäå x1, x2 - êîîðäèíàòû òî÷åê ïîâîðîòà: U(xi) = E, i = 1, 2.
Îòâåò: Âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîàíèÿ (êîýôôèöèåíò ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà) ðàâåí:

D(E) = D0exp

[
−4

3

√
2m
h̄

(U0 −E)3/2

eε

]
.

Ñðåäíèé ïî ýíåðãèÿì ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå êîýôôèöèåíò ïðîçðà÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì: 〈D〉 = 〈D0〉exp(−ε0/ε), ãäå 〈D0〉, ε0 - êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò òèïà ìåòàëëà. Òîê õîëîäíîé
ýìèññèè J(ε) = J0〈D0〉 = J∗exp{−ε/ε0}.

5.15. Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà:
∫ x2

x1

√
2m(En −mgx)dx = πh̄(n+ 3/4).

g− óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
Îòâåò:

En =
1
2

(9π2mg2h̄2)1/3(n+ 3/4)2/3;n = 0, 1, ..

5.16. Îòâåò: êîýôôèöèåíò ïðîçðà÷íîñòè

D ' exp
[
− 2
h̄a

√
2mU0

∫ +x0

−x0

√
x2

0 − x2dx

]
= exp

[
−πa
h̄

√
2m
U0

(U0 − E)
]

Çäåñü x2 = −x1 = x0 = a
√

1− E/U0− êîîðäèíàòû òî÷åê ïîâîðîòà.
5.17. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ Ψ(0)

i â íîâîå ñîñòîÿíèå Ψf ïîä äåéñòâèåì âíå-
çàïíîãî âîçìóùåíèÿ

V (t) = −eε0xθ(t), θ(t) = 1(t > 0), θ(t) = 0(t < 0),

ðàâíà
Pfi =|

∫
dxΨ(0)

i (x)Ψ∗f (x) |2 .
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Çäåñü Ψ(0)
i - i−àÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îáû÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, Ψf - f−àÿ âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ ñìåùåííîãî îñöèëëÿòîðà Ψf (x) = Ψ(0)
f (x−x0), x0 = F/µω2 - ñìåùåíèå öåíòðà ïîòåíöèàëü-

íîé ÿìû îñöèëëÿòîðà ñ ìàññîé µ ïîä äåéñòâèåì ñèëû F = eε0 (ñì. ç.2.25.). Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä
ïîëèíîìà Ýðìèòà

Hn(ξ) = (−1)neξ
2 dn

dξn
e−ξ

2
,

äëÿ ïåðåêðåñòíîãî èíòåãðàëà ïîëó÷àåì:
∫
dxΨ(0)

0 (x)Ψ∗k(x) = ξk0
√
πexp(ξ2

0/4), ξ0 = x0

√
µω/h̄ = F/

√
h̄µω3.

Îòâåò: âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îñöèëëÿòîðà èç îñíîâíîãî â k−îå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå îïèñû-
âàåòñÿ ñòàòèñòèêîé Ïóàññîíà:

Pk0 =
Nk

k!
e−N ,

ãäå N = ξ2
0/2 = F 2/2µh̄ω3.

5.18. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îñöèëëÿòîðà èç îñíîâíîãî â ïåðâîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíà

P10 =
1
h̄2 |

∫ +∞

−∞
dtV10e

iωt |2,

ãäå ÷àñòîòà ïåðåõîäà ìåæäó óðîâíÿìè ω10 = ω, V10 = −eε(t)
√
h̄/2µω− ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ýíåðãèè

âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì.
Îòâåò:

P10 =
e2A2τ

2µh̄ω
exp

[
−
(ωτ

2

)2
]
.
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